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Komposition der binären quadratischen Formen 
relativ einer Grundform. 


Von Herrn H. Brandt in Karlsruhe i. B. 





Einleitung. 


Die Theorie der Komposition der binären quadratischen Formen 
ist von @auß in den Disquisitiones arithmeticae begründet worden*). 
Wenn man von den Anwendungen absieht, so sind die Hauptpunkte dieser 
Theorie die beiden folgenden: 1. Lösung der Aufgabe, aus zwei Formen, 
deren Determinanten entweder gleich sind oder doch im Verhältnis zweier 
Quadrate stehen, eine zusammengesetzte Form zu finden. 2. Beweis des 
Fundamentalsatzes der Theorie, daß die Komposition der Formen auch 
eine Komposition der Formenklassen ist. Beide Punkte wurden von 
Gauß vollständig unter den allgemeinsten Voraussetzungen erledigt. 

In art. 236 löst Gauß die erste und in art. 239 (vgl. auch art. 
249) die zweite Aufgabe unter wesentlicher Benutzung der in die Kom- 
position eingehenden bilinearen Substitution. Bei späteren Anwendungen 
in art. 242 und 243 zeigt sich aber das überraschende Resultat, daß die 
komponierte Form in sehr vielen Fällen aus den beiden gegebenen in ein- 
facher Weise allein durch Kongruenzen ohne Benutzung der bilinearen 
Substitution bestimmt werden kann. 





*, 0, Fr. Gauß, Disquisitiones arithmeticae art. 234—251, Werke Bd. 1, 
S. 239 ff. 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 12. 1 
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An dieses Resultat knüpft Arndt an*) und zeigt, daß das auch 
im allgemeinsten Fall möglich ist, daß somit zur Lösung der ersten Auf- 
gabe die bilineare Substitution ganz entbehrt werden kann. Jedoch ver- 
mochte Arndt von seinem Standpunkt aus nicht einen neuen Beweis des 
Fundamentalsatzes zu erbringen, wie aus den Schlußworten seiner Arbeit 
zu entnehmen ist. Das war von verwandten Gesichtspunkten aus Dir:chlet **) 
gelungen, jedoch nur für den Fall der Komposition eigentlich pri- 
mitiver Formen der gleichen (nicht quadratischen) Determinante; auch 
ist sein Beweis von der bilinearen Substitution nicht ganz unabhängig. 

Die übrigen Arbeiten aus der Kompositionstheorie***), unter denen 
namentlich die von Dedekind und Weber zu nennen sind, stellen die bi- 
lineare Substitution in den Vordergrund der Betrachtung und sind für 
das Folgende nicht von Interesse. 

Wir geben hier eine neue Begründung der Kompositionstheorie unter 
Beschränkung auf den wichtigsten Fall der Komposition von Formen mit 
gleicher Diskriminante und zueinander primen Teilern. Dabei stützen wir 
uns lediglich auf lineare Substitutionen und lösen die beiden obigen Auf- 
gaben unter der eben genannten Einschränkung ohne Benutzung der 
bilinearen Substitution. Diese Herleitung ist nicht nur an sich von In- 
teresse, weil sie die Gaußsche Theorie in einem neuen Lichte erscheinen 
läßt, sondern sie führt auch zu einer Verallgemeinerung des Begrifis der 
Komposition, der dadurch weitreichender wird, ohne doch seine wesent- 
lichen Eigenschaften einzubüßen. 

Um eine Vorstellung von dem eingeschlagenen Wege zu geben, be- 
merken wir folgendes. Unter den Formen von der Diskriminante D gibt 
es eine sogenannte Hauptform 7 = (1, 8 —d)?), wo e=0 oder e=1 und 
®&+4d=D ist. Ist dann 9=(a,b,c)*) eine beliebige Form derselben 
Diskriminante b°’— 4ac = D und m eine eigentlich durch sie darstellbare 





*) F. Arndt, Zur Komposition der quadratischen Formen, Journal für Mathe- 
matik Bd. 56 (1859), S. 64. 
**) L, Dürichle, De formarum binariarum secundi gradus compositione. Berlin 
1851 oder Journal für Mathematik Bd. 47 (1854), S. 155 oder Werke Bd. 2, S. 105. 
*=*) Vgl. Enzyklopädie I 2, S. 608. 
t) (a, b, c) bezeichnet abweichend von Gauß die Form ax? + bay + ey®. 
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Zahl, so gibt es stets Substitutionen Im j|von der Determinante «d —ßy =m, 


die die Hauptform n in das m-fache der Form 9 transformieren. Eine 
solche Substitution nennen wir eine die Form » erzeugende Substitution. 
Auf diese erzeugenden Substitutionen gründen wir die Kompositionstheorie. 
Sind p, ’ zwei Formen mit gleicher Diskriminante und zueinander primen 
Teilern, so kann man aus irgend zwei beziehungsweise die Formen %, p’ 
erzeugenden Substitutionen stets gewisse dritte Substitutionen bestimmen, 
die eine aus und 9’ im Gaußschen Sinne komponierte Form „” 
erzeugen. 

Nun kann aber an Stelle der Hauptform , eine beliebige primitive 
Form x derselben Diskriminante treten. Auch dann gibt es Substitutionen, 
die die Form xy — wir nennen sie Grundform — ın das m-fache einer beliebig 
gegebenen Form „ transformieren, wo m die Determinante der Sub- 
stitution ist (aber im allgemeinen nicht mehr eine durch  eigent- 
lich darstellbare Zahl sein wird). Wir nennen sie zur Grundform x ge- 
hörige, die Form p erzeugende Substitutionen. Sind wieder , p’ zwei 
Formen mit der Diskriminante D und zueinander primen Teilern, so kann 
man aus irgend zwei zur Grundform x gehörigen, sie erzeugenden Substi- 
tutionen in ähnlicher Weise wie oben gewisse dritte Substitutionen be- 
stimmen, welche Formen 9” erzeugen, die wir aus p und y’ in bezug auf 
die Grundform x komponvert nennen. 

Auch für die Komposition relativ einer beliebigen primitiven Grund- 
form gilt der Fundamentalsatz von der Komposition der Formenklassen. 
Um die Gesetze der Klassenkomposition darzustellen, bedient man sich 
zweckmäßig einer Symbolik, die sich an die von Gauß verwendete 
anschließt*).. Bemerkenswert ist dasjenige (sesetz, welches den Über- 
gang zu einer neuen Grundklasse regelt. Beschränkt man sich auf 
primitive Klassen, so ist es einer sehr einfachen geometrischen Inter- 
pretation fähig. Die primitiven Klassen derselben Diskriminante lassen 
sich nämlich in periodischer Wiederholung den Gitterpunkten (d. h. 
Punkten mit ganzzahligen kartesischen Koordinaten) eines ein- oder mehr- 
dimensionalen Raumes derart zuordnen, daß die Addition der Vektoren 





*) Disq. arith. art. 249 und 305f. 
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von einem festen Gitterpunkt aus die Gesetze der Komposition - relativ 
derjenigen Grundklasse zum Ausdruck bringt, die dem festen Gitterpunkt 
entspricht, wie dieser Gitterpunkt oder die entsprechende Grundklasse auch 
gewählt sein mag. 

Was nun den Algorithmus anbetrifft, durch den zwei zu derselben 
Grundform gehörigen erzeugenden Substitutionen gewisse dritte erzeugende 
Substitutionen zugeordnet werden, so wird dieser im folgenden nicht in 
voller Allgemeinheit entwickelt, sondern nur unter Beschränkung auf den 
Fall, daß die beiden gegebenen Substitutionen zueinander prime Deter- 
minanten haben. Einmal wird durch diese Einschränkung, die sich 
übrigens nur auf die Substitutionen, nicht aber auf die Formen bezieht, 
eine große Vereinfachung erzielt. Es findet nämlich der bemerkenswerte 
Umstand statt, daß in diesem Falle (und übrigens auch nur in diesem 
Falle) der fragliche Algorithmus von der Grundform ganz unabhängig 
wird, so daß die gesuchten dritten erzeugenden Substitutionen allein 
durch die beiden gegebenen schon vollständig bestimmt sind. Doch 
würde die dadurch entstehende Vereinfachung die gemachte Einschränkung 
allein nicht rechtfertigen, wenn nicht gleichzeitig wegen desselben Um- 
standes der Algorithmus aus dem zunächst für ihn gesetzten Rahmen der 
Kompositionstheorie der binären quadratischen Formen herausgerückt und 
von weit allgemeinerem Interesse würde. 

Es zeigt sich nämlich, daß er überhaupt auf irgend zwei Substi- 
tutionen mit zueinander primen Determinanten angewandt werden kann, 
sich leicht auf Substitutionen mit beliebiger Variabelnzahl ausdehnen läßt 
und überhaupt für die Zahlentheorie der Substitutionen von fundamenta- 
ler Bedeutung ist. Wegen der großen Ähnlichkeit, die dieser Algorithmus 
mit der gewöhnlichen Zusammensetzung oder Komposition der Substitu- 
tionen hat, haben wir dafür den Namen. Kongruenzkomposition ge- 
wählt und nennen eine durch Anwendung dieses Begriifes entstehende 
Substitution aus den beiden gegebenen kongruent komponiert. Dabei weist 
das Wort ‚‚kongruent‘“‘ schon auf die rein zahlentheoretische Bedeutung 
hin und bringt gleichzeitig die mit dem Begriff verbundene Vieldeutigkeit 
zum Ausdruck, die erst von einem höhern Standpunkt aus zur Eindeutig- 
keit wird. Die Kongruenzkomposition ist wesentlich kommutativ. Sie fällt, 
wenn die beiden gegebenen Substitutionen vertauschbar sind, mit der ge- 


A 
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wöhnlichen Komposition zusammen und tritt bei den in Betracht kom- 
menden Problemen an ihre Stelle, wenn das nicht der Fall isst. Um ein 
Beispiel weitgehender Anwendung dieses Begriffes zu geben, bemerken 
wir, daß, wenn in einem beliebigen algebraischen Zahlkörper zwei Ideale 
a, b mit zueinander primen Normen je durch eine Basis gegeben sind und 
die Basen vermöge ganzzahliger linearen Substitutionen durch eine Körper- 
basis ausgedrückt werden, jede aus beiden Substitutionen kongruent kom- 
ponierte Substitution die Körperbasis in die Basis eines Ideals c trans- 
formiert, das gleich dem Produkt aus a und B ist. 

Mit der Herleitung des Begriffs der Kongruenzkomposition be- 
schäftigt sich das erste Kapitel. Wir beginnen mit einigen Hilfssätzen 
aus der Zahlentheorie der linearen Subsitutionen und wenden uns dann 
dazu, den Teilbarkeitsbegriff zu übertragen. Dabei ist naturgemäß der 
Komplikation Rechnung zu tragen, die dadurch entsteht, daß die Zusam- 
mensetzung der Substitutionen nicht kommutativ ist. Die konsequente 
Durchführung der Übertragung führt zu einer Erweiterung des Kongruenz- 
begriffs, d. h. zur Betrachtung von Kongruenzen, deren Moduln Substi- 
tutionen sind. Im Kreise dieser Betrachtungen erweist es sich als zweck- 
mäßig, eine Gesamtheit von Substitutionen, die untereinander sowohl links- 
wie rechtsseitig äquivalent sind, in einem Begriff zu vereinigen. Wir be- 
zeichnen eine solche Gesamtheit als Schar. Die Kongruenzkomposition 
wird in den Scharen eindeutig und kann geradezu als die Multiplikation 
der Scharen bezeichnet werden. | 

Das zweite Kapitel ist den erzeugenden Substitutionen gewidmet. 
Es gibt ihre Definition und teilt einige Sätze darüber mit, die später 
gebraucht werden. Ferner wird der Begriff der hemiautomorphen Substi- 
tution einer Form eingeführt, der sich für die Grundform % mit dem 
Begriff der die Grundform selbst wieder erzeugenden Substitution deckt. 
Zuletzt werden die Bedingungen dafür angegeben, daß zwei erzeugende 
Substitutionen äquivalente Formen erzeugen. 

Das dritte Kapitel bringt den Begriff der Komposition relativ 
einer Grundform und den Beweis des Fundamentalsatzes. 

Das vierte Kapitel zeigt, daß die Gesetze der Komposition der 
Formenklassen denen der Gaußschen Theorie vollständig analog sind. 

Das letzte Kapitel endlich gibt die Regel, nach der sich die kom- 
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ponierte Klasse beim Übergang zu einer neuen Grundklasse ändert, und 
ihre schon oben erwähnte geometrische Deutung für primitive Klassen. 
Der Schluß enthält einen Ausblick auf verwandte Probleme. 


1. Kapitel. Der Begriff der Kongruenzkomposition. 
1. Bezeichnungen: Wir bezeichnen eine lineare Substitution 
z= ax + Py 
y=yeo+Jdy 
kurz durch | nr 
Yd 








oder auch durch einen einzigen Buchstaben 8 und 


setzen stets voraus, daß «, ß, y, d, die der Reihe nach der erste bis vierte 
Koeffizient von S heißen, ganze (rationale) Zahlen sind und daß die 
Determinante «d — y= |S| nicht verschwindet. 


Neben S betrachten wir bisweilen die Substitutionen | .s 
Ba — $, die offenbar beide dieselbe Determinante wie S haben. 

Außer $ sollen auch die Buchstaben 7, U zur Bezeichnung von 
Substitutionen Verwendung finden, dabei bedeute U stets eine unimodulare 
Substitution, d. h. eine solche, deren Determinante |U| = 1 ist. Speziell 
werde noch die Substitution mit den Koeffizienten 1, 0, 0, m durch M 
und die identische Substitution mit den Koeffizienten 1, 0, 0, 1 durch E 
bezeichnet. 

Auf die Substitutionen lassen sich die rationalen Rechenoperationen 
ausdehnen. Dabei muß man allerdings beachten, daß für die Multiplika- 
tion, d. h, die Zusammensetzung der Substitutionen, das kommutative 
Gesetz nicht gültig ist. Man gelangt so zu einer Algebra der Substitu- 
tionen, aus der die einfacheren Sätze im folgenden vorausgesetzt werden. 

2. Definitionen. Eine Substitution 8 heißt durch m teilbar oder auch 
kongruent Null nach dem Modul m kurz nach m(L), in Zeichen S=0, (m), 
wenn alle Koeffizienten von S durch m teilbar sind. 

Zwei Substitutionen S, 8’ heißen einander kongruent nach m, in 
Zeichen S=s$’, (m), wenn S—$’=0, (m). 

Eine Substitution $ heißt primitiw, wenn ihre Koeffizienten keinen 
gemeinsamen Teiler haben, im andern Fall imprimitiv. 


|=$und 
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Eine Substitution S heißt nach (dem Modul) m primitiv, wenn der 
größte gemeinsame Teiler ihrer Koeffizienten zu m prim ist. 








. 63 3-1| _|8 —6| 
Z. B. ist | = 9% (3); 4 = 163], 0 und es ist 
Bl u NDR 
F 3 | eine primitive und | —2| eine imprimitive, jedoch nach 5 


primitive Substitution. 


3. Hüfssätze. Satz I. Hat die primitwe Substitution S die Determi- 
nante m und hat M die obengenannte Bedeutung, so kann man siets zwei 
unimodulare Substitutionen U, U, bestimmen, so daß S=UMT, ist. 

Dieser bekannte Satz spielt überall, wo es sich um ganzzahlige 
Substitutionen handelt, also auch im folgenden, eine wichtige Rolle. 


Satz II. Zu jeder nach m primitiven Substitution S, läßt sich eine 
nach dem Modul m kongruente primitive Substitution S bestimmen. 

Dieser Satz ist eine Folgerung der leicht zu erweisenden Tatsache, 
daß man zu beliebig vielen ganzen Zahlen, deren gemeinsamer Teiler zu 
m prim ist, nach dem Modul m entsprechend kongruente bestimmen kann, 
die überhaupt keinen gemeinsamen Teiler haben. 


Satz II. Wenn die Determinante einer nach m primitiven Substi- 
tution S, durch m teilbar ist, so gibt es eine ihr nach dem Modul m kon- 
gruente Substitution, deren Determinante gleich m. ist. 

Ist nämlich $’= $,, (m) eine primitive Substitution (Satz II) von 
der Determinante m’, so kann man (Satz I) zwei unimodulare Substituti- 
onen U, U, bestimmen, so daß S’= UM’U,. Da aber m’ durch m teil- 
bar sein muß, also M’=M, (m), so genügt die Substitution S= UMT, 
den verlangten Bedingungen. 

Satz IV’. Wenn die Determinante einer Substitution S, der Bedin- 
gung |S,\=1, (m) genügt, so gibt es eine ihr nach dem Modul m kon- 
gruente Substitution U, deren Determinante gleich 1 ist. 

Der Beweis ergibt sich ähnlich; man hat im vorigen Beweis nur 
M durch die identische Substitution Z zu ersetzen. 

Satz V. Sind U, U’ zwei unimodulare Substitutionen und m, m’ irgend 
zwei zueinander prime Zahlen, so kann man steis eine unimodulare Sub- 
stitution U” bestimmen, die den beiden Kongruenzen U” =TU, (m) und 
U”’=TU’, (m’) genügt. 
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Da nämlich die Determinante jeder diesen Kongruenzen genügenden 
Substitution nach dem Modul mm’ kongruent 1 ist, so ergibt sich die Exi- 
stenz einer unimodularen, diesen Kongruenzen genügenden Substitution 
nach dem vorigen Satz. 

4. Wenn zwischen drei Substitutionen $, 5’, 8” die Gleichung 
S”= 88’ besteht, so nennen wir S einen Linksteiler von S” und gleich- 
zeitig S” ein Linkswelfaches von S und schreiben dafür 8” =0, (8); lies: 
5” links kongruent Null nach dem Modul S oder kurz nach S. Da 


SS’ =mS, wo m= DIE so ist jeder dieser drei Ausdrucksweisen das 


Bestehen der gewöhnlichen Kongruenz SS"’=0, (m), die im folgenden als 
Kriterium der linksseitigen Teilbarkeit dient, vollständig gleichwertig. Sind 
U, U, unimodulare Substitutionen, so folgt aus S’”=0, (8) auch 
US’U,=0, (USUT,), weil ,SUUS” U’=-U,S8S”’U,=0, (m) ist. (Die 
Folgerung würde sogar richtig sein, wenn U eine beliebige Substitution 
wäre.) 

Wenn $S’”’ = SS’, nennen wir ebenso 8’ einen Rechtsteiler von 8” 
und gleichzeitig 5” ein ZRechtsvielfaches von 8’ und schreiben dafür 
S’==0, (8’); lies: 8” rechts kongruent Null nach dem Modul S’ oder kurz 
nach 8’. Da S”S’=m’S, wo m’=|S’|, so ist jeder dieser drei Aus- 
drucksweisen das Bestehen der gewöhnlichen Kongruenz 8”S’=0, (m’), 
die im folgenden als Kriterium der rechtsseitigen Teibarkeit dient, voll- 
ständig gleichwertig. Sind U, U, unimodulare Substitutionen, so folgt aus 
S”==0, ($’) auchU8”’ U,==0, (U8’U,), wel US’U,U,S U=U8”’8’UT=0,(m’) 
ist. (Die Folgerung würde sogar richtig sein, wenn U, eine beliebige Sub- 
stitution wäre.) 

Zum Unterschiede von den gewöhnlichen oder skalaren Kongruenzen 
bezeichnen wir Kongruenzen, deren Moduln Substitutionen sind, als sym- 
bolische Kongruenzen. 


























Beispiel: Wegen a er 5 = 2 ae ist)! _, in ein 
Linksteiler, ar | ein Rechtsteiler von | zZ = = S ; und diese Substitution 
ist ein Linksvielfaches von = = und ein Rechtsvielfaches von | - : | 


Es bestehen also die symbolischen Kongruenzen 
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28 — 27] 3 —5 -28 —27||., (la1] 
| 48 o|=(|-2 Er 0" (iss: ) 
denen die ie skalaren 
175 I-28 27 ||| e Alm 
I23! =0, (a) ud | gell 4% a0 











entsprechend gleichwertig sind. 

5. Genügt die Substitution 5’ gleichzeitig den beiden symbolischen 
Kongruenzen 8’ ==0, (8) und 8’==0, (SS), so soll S ein beiderseitiger Teiler 
von 8’ und $’ ein beiderseitiges Vielfaches von S heißen, und wir schreiben 
dafür die symbolische Doppelkongruenz S’==0, (8), lies: S’ links und rechts 
kongruent Null oder S’ doppelt kongruent Nullnach S. Sind U, U, unimodulare Sub- 
stitutionen, so folgt aus S’==0, (8) nach dem vorigenauch US’U,==0,(USU,). 

Als Kriterium für das Stattfinden der Doppelkongruenz $5’ == 0, (8) 
könnendie Kriterien der links- und rechtsseitigen Teilbarkeit zusammen benutzt 
werden. Dochistnamentlich für Zahlenbeispiele auch der folgende Satz nützlich. 

Satz VI. Ist S eine primitwe Substitution, so ist die symbolische 
Doppelkongruenz 8’ ==0, (S) vollständig gleichwertig einer skalaren Kongru- 
enz S’ = us, (m), wo u eine ganze Zahl bedeutet und m= |S| ist. 

Daß aus S’=uS, (m) auch $’==0, (8) folgt, lehren die Kriterien 
der links- und rechtsseitigen Teilbarkeit. Daß aber auch umgekehrt, wenn 

'=0, (8), eine ganze Zahl u gefunden werden kann, so daß S’=uS, (m), 
erkennt man folgendermaßen. Schreibt man S nach Satz I in der 
Gestalt S= UMU, und setzt ’ = US,U,, so ist S, eine ganzzahlige Sub- 
‚stitution. Aus 8’==0, (S) folgt aber US’, == 0, (UST,), d. h. 8,==0, (M). 
S, kann aber nur dann ein beiderseitiges Vielfaches von M sein, wenn es 


die Gestalt " u = hat, wo u,v,o,o ganze Zahlen sind, wenn also S,=uM, (m) 


ist. Aus S,=uM, (m) folgt aber Per ai US,U,=uUMU,d.h.S=uS, (m). 








Di | 42 2ı|l] 31 Kayptııa 
Beispiel: Wegen Es} - |; sI_201=1_3 ı||ı ist 
I 421. fll2ıi 
I-311=s (|; |) und in n findet man I_31l=2]ı3 








6. Ist Fi (S) und |S’|=|8|, also S’= SU und tr 
S=sS’U, so heißen 8, S’ rechts äquivalent, in Zeichen 8 & $”. 
Die Gesamtheit der Substitutionen 8’, die $ rechts äquivalent sind, 


bildet mit S eine Rechisklasse. 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 92 
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Ist $’=0, ($) und |8’|=|8], also S’= US und demnach 8 = U 8’, 
so heißen S, 8’ links äquivalent, in Zeichen S® 8’. 

Die Gesamtheit der Substitutionen, die 8 links äquivalent sind, 
bildet mit-S eine Linksklasse. 

Aus diesen Definitionen und den obigen Teilbarkeitskriterien folgen 
die beiden Äquivalenzkriterien: Es ist $ 6’, wenn |S|=|8’|= m und 
SS’=0, (m), und es ist $8’, wenn IS|=|8’|= m und s’S=0,(m).- 
32 01 21 41! . 
EIEILEHH B]- 109] mama 


FallsinddieBedingungen3-5—2-2=1-11 = 11und] we | 5 =) 
2 sı_ 


und im zweiten Fall die Bedingungen 2:7—1-1=4-7—15-:1=13 und 


1415 ||| 7 —1|__ ü 
| 17 l-ı = (13) erfüllt. 


7. Ist gleichzeitig S 85’ und S= 8’, so schreiben wir SS’, 
lies: S links und rechts äquivalent S’ oder S doppelt äquiwvalent 8’. 

Als Kriterium für das Stattfinden der Doppeläquivalenz können die 
beiden obigen Äquivalenzkriterien zusammen benutzt werden. Darnach ist 
S#8, wenn |S|=|$|=m und S’=8’8=0, (m). Doch ist bisweilen 
auch der nächste Satz nützlich, der aus Satz VI folgt. 

Satz VII. Zwei primitive Substitutionen S, S’ sind dann und nur 
dann doppelt äquivalent, wenn |S|=|8’|= m und eine ganze zu m prime 
Zahl uw existiert, so daß die Kongruenz S’= us, (m) besteht. 

Offenbar ist diese Bedingung nur scheinbar unsymmetrisch. 

Alle Substitutionen 5’, die der Substitution S doppelt äquivalent 
sind, fassen wir mit S unter dem Begriff einer Schar zusammen. Alle 
Substitutionen einer Schar gehören zu einer bestimmten Rechts- und zu 


Beispiel: Es ist 














einer bestimmten Linksklasse, so daß wir auch kurz sagen können: Jede 
Schar gehört zu einer bestimmten Rechts- und einer bestimmten Links- 
klasse *). 


*) Ist umgekehrt bei Substitutionen mit gleichen Elementarteilern irgend eine 
Links- und irgend eine Rechtsklasse vorgeschrieben, so gibt es stets eine eindeutig 
bestimmte Schar, die beiden Klassen angehört. Nennt man Klassen und Scharen 
primitiver Substitutionen selbst primitiv und ist % (m) die Anzahl der primitiven 
Rechts- oder, Linksklassen von der Determinante m, so ist also [Yy (m)]? die Anzahl 
der primitiven Scharen von der Determinante m. 
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2 





E80. 
Beispiel: Die beiden Substitutionen lı 2 | und | | 2 ii sind doppelt 

TE | —-13|| |j21ıjjj| o1j _ j—ı1jj]j21] 

äquivalent; denn man hat = 1141, 11-123 2 | 14 ‚und 

| a er 

in der Tat ist | _, | —3 1a (7). 





8. Definition. Sind S, S’ zwei Substitutionen mit zueinander primen 
Determinanten, so heißt jede Substitution S”’ mit der Determinante \S”|=|8||8’|, 
die den beiden symbolischen Kongruenzen S’’ == 0, (8) und 8” == 0, ($”) genügt, 
aus 8 und S’ kongruent komponiert oder durch Kongruenzkomposition aus 
S und 5’ entstanden. 

Die kongruent komponierte Substitution ist also ein Links- und 
ein Rechtsvielfaches von S sowohl wie von $”. 

Es genügt, die Existenz der kongruent komponierten Substitution 
S” unter der Annahme zu beweisen, daß S, 5’ primitive Substitutionen 
sind. In der Tat, wäre diese Annahme nicht erfüllt, so könnte man 
S= us, S’=w’Si setzen, wo 8, und S; primitive Substitutionen sind. 
Ist dann $,’ aus S, und $; kongruent komponiert, so ist offenbar S’” = uu’ 87’ 
aus S= uS, und 8’= w’S; kongruent komponiert. 

Sind aber 5, 5’ primitive Substitutionen und setzt man |S| = m, |S’|= m‘, 
so kann man 8,S’ nach Satz I in der Gestalt S= UMT,S®’=- UMU 
darstellen. Da m zu m’ prim ist, lassen sich nach Satz V zwei uni- 
modulare Substitutionen U”, U bestimmen, die den Kongruenzen 

U”=U, (m) U,=U, (m) 
= U’, (m’) —=U,, (m’). 
genügen. Setzt man noch M”=MM’=M’M, so ist 8’ = U”M”U’ aus 
S und 5’ kongruent komponiert; denn es ist |8”| = |S| |S’|, und es be- 
stehen zufolge unserer Festsetzungen die Kongruenzen 
s”=8"8=0, (m) und $8”’=$"$=0, (m), 
d.h. es ist 8” ==0, (8) und 8” ==0, (8’)*). 


*) Dieser Beweis und damit der Begriff der Kongruenzkomposition 
läßt sich auf Substitutionen mit beliebiger Variabelnzahl ausdehnen. Dabei tritt an 
Stelle von M das System der Elementarteiler und an Stelle von m der letzte Ele- 
mentarteiler. 


y 
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Beispiel: Aus den Substitutionen > 3 | = ” 


Determinanten 5 und 7 ist die Substitution 








9 mit der Determi- 


nante 35 = 5-7 kongruent komponiert; denn es ist 









































| . 32| _ 32 aıll _ 

Fi as) 7-8 
A: 5 seall—-i11ıl  _,- 
I-92|1|-49| 7 |—-49| ||—92 =). 











9. Der vorstehende Beweis gibt gleichzeitig einen Weg an, um 
aus zwei gegebenen Substitutionen S, 8’ eine kongruent komponierte Sub- 
stitution 8” wirklich zu finden. Doch ist dieser Weg ziemlich mühsam, 
was hauptsächlich darin begründet liegt, daß man von dem Satz I vier- 
mal Gebrauch machen muß, nämlich außer für S, 8’ auch für die Her- 
stellung von U”, U/’. Weit einfacher kommt man mit Hilfe des folgen- 
den Satzes zum Ziel. 

Satz VIII... Sind S, S’ zwei primitive Substitutionen mit den zuein- 
ander primen Determinanten |S| = m, |8’|= m’, und sind u, u’ irgend zwei 
beziehungsweise zu m, m’ prime Zahlen, so kann man stets Substitutionen 
S” von der Determinante |8”| = m’”’ = mm’ bestimmen, die den beiden Kon- 
gruenzen genügen 

S’= us, (m) S’=u’8’, (m’). 

Zunächst kann man nämlich eine Substitution 8,’ bestimmen, für 

die die beiden Kongruenzen 

= us, (m) ı =wS', (m’) 

erfüllt sind, weil m zu m’ prim ist. Da aber die Substitution 8,” wegen 
der Voraussetzungen des Satzes nach m 'wie nach m’, also auch 
nach m’’ = mm’ primitiv ist und die Determinante von 8/’ sowohl durch 
m wie durch m’, also auch, da m prim zu m’, durch mm’ teilbar ist, so 
folgt nach Satz III die Existenz einer Substitution S’”=87', (m”), für 
die |S”| = m” ist, also die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Jede den Bedingungen dieses Satzes genügende Substitution 8” 
ist aus S und 8’ kongruent komponiert, weil |S”|=|8| |8’| und die ska- 
laren Kongruenzen 
SS"=8"8S=0, (mM) $I"=8"$=0, (m’) 
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erfüllt sind, die den beiden symbolischen Kongruenzen 
S’=0, (8) $8’==0, (8°) 

gleichbedeutend sind. Umgekehrt können aber auch für jede aus den 
primitiven Substitutionen S, 8’ mit den zueinander primen Determinanten 

m’ kongruent komponierte Substitution $’” zwei Zahlen u, u’ bestimmt 
werden, so daß 

S’= uSs, (m) S’= ws’, (m’). 

Dies folgt nach der Definition des Begriffs der Kongruenzkomposition aus 
dem Satz VI. Dabei ist aber wu zu m, u’ zu m’ prim; denn schreibt 
man 8” = ST’, was wegen 5” == 0, ($) gestattet ist, so hat man |T’| = m’, 
und aus ST’=uS, (m) folgt m’ S=uST’, (m). Da aber m’S nach m 
primitiv ist, muß « zu m prim sein. Ähnlich schließt man, daß u’ zu m’ 
prim ist, 

Wir fassen das Ergebnis in dem folgenden Satz zusammen. 

Satz IX. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daß aus den primitiven Substitutionen S, S’ mit den zueinander primen 
Determinanten m, m’ eine Substitution S’” mit der Determinante mm’ kon- 
gruent komponiert ist, bestehen in der Existenz zweier beziehungsweise zu 
m, m’ primen Zahlen u, u’, für welche 

—us, (m) S’= ws, (m’). 

Dieser. Satz hätte also auch zur Definition des Begriffs der Kon- 
gruenzkomposition benutzt werden können; doch würde diese Definition 
nur für Substitutionen mit zwei Variabeln und auch nur für primitive 
Substitutionen gelten. 

Beispiel: Für das Beispiel der vorigen Nummer hat man 


| 32 1-1 
Er |=3|: 3, 9 
Br 

=5,_,]. m. 





10, Eine charakteristische Eigenschaft einer kongruent komponierten 
Substitution, die auch für imprimitive Substitutionen (sogar mit beliebiger 
Variabelnzahl) gültig ist, spricht der folgende Satz aus. 

Satz X. Ist 8” aus S und S’ kongruent komponiert, so gibt es zwei 
unimodulare Substitutionen U, U’, so daß S’= SUS’= S’U’S, und ist um- 
. gekehrt diese Doppelgleichung für zwei Substitutionen S, S’ mit zueinander 
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primen Determinanten und füt zwei unimodulare Substitutionen U, U’ erfüllt, 
s0 ist 8” aus S und 8’ kongruent komponiert, 
Der erste Teil der Behauptung ergibt sich, wenn man setzt 
U=- 808 U-,88"8, 
wo m= |S|, m’= |8’|; denn diese beiden Substitutionen haben die Deter- 
minante 1 und sind ganzzahlig, da die beiden Substitutionen 88” 8’ und 








S’S”’S durch m und durch m’, also auch, da m prim zu m’, durch mm’ 
teilbar sind, wie aus der Definition des Begriffs der Kongruenzkomposition 
(Nr. 8) unter Benutzung der Kriterien der links- und rechtsseitigen Teilbar- 
keit (Nr. 4) folgt. 

Der zweite Teil der Behauptung folgt daraus, daß wegen 

S”’=SUG®’=-S’US 

S” ein beiderseitiges Vielfaches von 8 und 8°, und |8”|=|8$| |8°| ist. 

Der Satz läßt erkennen, daß die gewöhnliche Zusammensetzung 
der Substitutionen in der Kongruenzkomposition enthalten ist, wenn die 
beiden gegebenen AQubstitutionen miteinander vertauschbar sind. 

Beispiel: Es ist für das oben benutzte Beispiel 


„elle sll-rollo-il 


2 —1 1-1] 

Isa l=3 - alla 3l 
11. Die aus $S und 5’ kongruent komponierte Substitution S’” ist 
nicht eindeutig bestimmt; doch gehören alle aus S und S’ kongruent kom- 
ponierten Substitutionen derselben Schar an. Das zeigt der folgende Satz. 
Satz XI. Wenn aus S und 8’ die Substitution 8”, aus 8, und $/ 
die Substitution 8)’ kongruent komponiert und Se 8, S’= $; ist, so gilt 

auch stets S” ® Sl’. 

Weil 8/’ ein beiderseitiges Vielfaches von 8, und 8 und 5, 8, 
Si 8’ ist, so muß 87’ auch ein beiderseitiges Vielfaches von 8 und 8’ 
sein. Es sind also die Substitutionen S’’ und S7’.beide sowohl Links- 


wie Rechtsvielfache von 8 und 8’. Daraus schließt man, wenn |S$| = m 
18’| = m’ gesetzt wird, auf das Bestehen der Kongruenzen 


"=" =0 (mM) = T=0, (m), 
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aus denen, weil m prim zu m', 
s"St’= 8S’S"=0, (mm') 

folgt; und diese beiden Kongruenzen besagen, weil |S"|=|$/’| = mm’, daß 

S" und S7’ doppelt äquivalent sind (vergleiche Nr. 7). 

Die Kongruenzkomposition wird in den Scharen eindeutig. Wir 
dürfen daher von der aus zwei Scharen kongruent komponierten Schar 
oder, da hier kein Mißverständnis möglich ist, von der aus zwei Scharen 
komponierten Schar sprechen. 

Durch Kongruenzkomposition der Substitutionen zweier Rechts- 
klassen entsteht wieder eine Rechtsklasse und durch Kongruenzkomposition 
der Substitutionen zweier Linksklassen wieder eine Linksklasse. Der Beweis 
dafür ist im vorigen Beweis enthalten. Man kann daher von der aus 
zwei Rechtsklassen komponverten Rechtsklasse und ebenso von der aus zwei 
Linksklassen komponierten Linksklasse sprechen. 

12. Bisweilen entsteht die Aufgabe, zu einer "gegebenen Substi- 
tution zwei andere zu bestimmen, aus denen sie kongruent komponiert ist. 
Hier gilt der folgende Satz. 

Satz XII. Ist die Determinanie m’' der Substitution S" irgendwie 
in zwei zueinander prime Faktoren m, m’ zerlegt, so daß m" = mm’, so kann 
man stets Substitutionen S, S’ mit den Determinanten m, m’ bestimmen, aus 
denen S’' kongruent komponiert ist. 

Ist nämlich zunächst $S” eine primitive Substitution und sind », v’ 
irgend zwei beziehungsweise zu m,m' prime Zahlen, so gibt es nach 
Satz III zwei Substitutionen S, S’ mit den Determinanten m, m’, so daß 

S=vsS", (m) S'=v$", (m). 
Daraus folgt nach Satz IX, daß S’” aus S und 5’ kongruent komponiert ist; 
denn bestimmt man «, «' durch die Kongruenzen vv =1, (m), u'v =1, (m’), 
so wird 

S"=usS, (m) S"—= ws’, (m'). 
Hat aber die Substitution S” den Teiler =’, so daß $S’=:"S8)' und 8} 
primitiv ist, so geht z"* in mm’ auf. Man kann also r,7’ so bestimmen; 
daß 7" =rr und m = rm, m’ = rm}, wobei m,, mı ganze Zahlen sind. 
Bestimmt man dann zwei Substitutionen $,, $S; mit den Determinanten 
M,, m,, aus denen 8) kongruent komponiert ist, so ist S” = 1’’8/’ aus 
S=rS, und $’=r’S; kongruent komponiert. 
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Man zeigt auch leicht, daß die Scharen, denen die Substitutionen 
S, S’ angehören, durch $S” und m, m’ eindeutig bestimmt sind*). 


von der Determinante 15 gege- 








Beispiel: Ist die Substitution | ” 
ben, so findet man für m=3, m=5, wenn v=1,v=1 gesetzt wird, 


nual3zil=j3 lm 








‘ r LER 2 —1| |2 —1 
die beiden Substitutionen | a |=| a4 


kongruent komponiert ist. 





aus denen | ” 
13. Sind drei oder mehr Substitutionen gegeben, deren Determi- 
nanten zu je zweien prim sind, so kann man in irgend einer 
Reihenfolge immer zwei Substitutionen nach der Methode der Kongruenz- 
komposition zusammensetzen. Wie die Anordnung der einzelnen Schritte 
auch gewählt sei, alle am Schluß entstehenden Substitutionen werden doch 
sowohl Links- wie Rechtsvielfache von jeder der gegebenen sein; daraus 
schließt man, da sie gleiche Determinanten haben, ähnlich wie in Nr. 11, 
daß sie derselben Schar angehören. In diesem Sinne gilt für die Kon- 
gruenzkomposition das kommutative und das assoziative Gesetz. 


2. Kapitel. Erzeugende Substitutionen. 


14. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zu den binären 
quadratischen Formen, aus deren Theorie wir die einfacheren Begriffe wie 
Äquivalenz, Formenklasse, primitive und imprimitive Form, Teiler einer 
Form**) voraussetzen. Dabei bezeichnen wir durch (a, b, c) abweichend 
von Gauß die Form az’+bzy + cy’; dadurch wird die Unterscheidung in 
eigentlich und uneigentlich primitive Formen hinfällig, was für die‘ Kom- 
positionstheorie von Vorteil ist. Der Kürze wegen setzen wir (a,b, c)=% 
und entsprechend (a. #, ce’) =’ usw.. 


*) Aus Nr. 11 und Nr. 12 folgert man, daß die vier Funktionen, die bei gegebener 
Determinante die Anzahl sämtlicher oder die primitiver Scharen oder die Anzahl 
sämtlicher oder die primitiver Rechts- oder Linksklassen angeben, bei zwei‘ zuein- 
ander primen Determinanten m, m’ alle der Funktionalgleichung f(mm’) = f{m) f(m’) 


genügen. . 
**) vgl. z.B. Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie 4. Auflage $ 53ft. 
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Die Zahl ®’—4ac=D, die Diskriminante der Form %, kann ganz 
beliebige, nur der Bedingung D=0, (4) oder D=1, (4) genügende Werte 
haben. Es ist ein Vorteil unserer Betrachtungsweise, daß eine Ausschließung 
oder besondere Untersuchung der Formen mit quadratischer oder ver- 


schwindender Diskriminante nicht erforderlich ist. 


Das System 1% 4 werde das Koeffizientensystem der Form 


p= (a,b, c) genannt und durch & bezeichnet. Obwohl wir mit den Systemen & 
bisweilen symbolisch wie mit Substitutionen rechnen werden, ist doch äuf 
den Unterschied zu achten, daß die Determinante des Systemes 8, die mit 
der negativ genommenen Diskriminante der Form » übereinstimmt, nicht 
notwendig von Null verschieden ist. 


Wir fassen nun die sämtlichen Formen von der gleichen Diskriminante D 
ins Auge, so daß also von jetzt an bei den betrachteten Formen immer still- 
schweigend die Gleichheit der Diskriminante vorausgesetzt wird, wählen 
unter den primitiven eine, = (g, h, k), mit dem Koeffizientensystem X 
willkürlich aber fest aus und bezeichnen diese wegen der fundamentalen 
Rolle, die sie im folgenden spielen wird, als Grundform. Die Klasse, der 
die Grundform angehört, nennen wir die Grundklasse. 


15. Auf die Grundform x denken wir uns eine lineare Substitu- 
tion $, deren Determinante |S|= m sei, ausgeübt. Dadurch möge sie 
in (A, B, C) übergehn. Diese neue Form hat dann die Diskriminante 
B*—4AC=Dm’ Wir unterwerfen nun diejenigen Substitutionen $ 
von der Determinante |S|= m einer gesonderten Betrachtung, für die die 
Zahlen A, B, C durch m teilbar werden, so daß A=ma, B=mb, Ü=me 
gesetzt werden kann. Die Form p= (a, b, c) hat jetzt offenbar wiederum 
die Diskriminante D. 

Daß es solche Substitutionen gibt, sogar, wenn unter den Formen 
mit der Diskriminante D beliebig gewählt wird, lehrt der folgende Satz. 

Satz XIII. Sind x und p zwei beliebige Formen gleicher Diskrimi- 
nante, so gibt es stets Substitutionen 8, die x ın die mit der Determinante 
von S multiplizierte Form Y transformieren*). 





“*) Solche Substitutionen sind in unendlicher Zahl vorhanden, sogar, wenn sie 
als primitiv vorausgesetzt werden. 


Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 3 
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Ist = (g,h,k) und $= (a, b, c), so hat im Falle, daß 9 und a 
beide von Null verschieden sind (was immer eintritt, wenn D kein Quadrat 


ist), die Substitution 

I 22) 

| 

mit der Determinante ag die verlangte Eigenschaft, wie die Ausrechnung 
ergibt. Es mögen nun g und a beide von Null verschieden sein oder 
nicht, auf jeden Fall gibt es unimodulare Substitutionen U, die x in eine 
Form x'’=(g‘, h', k') transformieren, für die g’+0, und ebenso unimo- 
dulare Substitutionen U’, die g in eine Form y' = (a’, b', ce’) transfor- 
mieren, für die «+0. (Im Falle, daß D kein Quadrat ist, können U, U’ 
sogar beliebig gewählt werden.) Dann genügen alle Substitutionen 
ve Mr, 


deren Determinante «a’g’ ist, den Bedingungen unseres Satzes. 
Beispiel: Ist D=—80, x=(3, 2, 7), 9=(4, 4, 6), also a=4, 
die die Determi- 











4(5b—h)=1,9=3, so ergibt sich die Substitution ei 


08) 
nante 12 hat und xy in das n; fache von „ transformiert. Transfor- 
| 
miert man aber x durch Yi | in x = (3, — 10, 15) und durch 
e3 a ing =(6, —4, & so wirda=6, 1b’ —h)=3, ’=3, und es 


ergibt sich die Substitution 
12-2||638|j0-1|_ | 
0 ı1/los|ı 0| 
von der Determinante 18, die x in das 18fache von y transformiert. 
16. Der vorige Satz berechtigt uns, folgende Definition aufzustellen. 
Definition. Eine Substitution S, deren Determinante mit m bezeichnet 
werde, soll eine zur Grundform x gehörige, die Form g erzeugende Substi- 
tution heißen, wenn sie die Grundform x in das mfache der Form p trans- 


formiert. Entsprechend heißt y eine aus der Grundform x durch die Sub- 
stitution 5 erzeugte Form. 
Eine solche Substitution $ genügt also der Bedingung SXS=md, 


4 


wom=|S| oder in ausführlicher Schreibweise, wenn S = ii vo N gesetzt wird, 


den Bedingungen 
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ge +hay+ky= ma 
2gaß +hlad-+Py) +2Kkyd= mb 
gP?+hpßd+kö?= me 
ad —Py=m. 

Im allgemeinen genügt es, die Betrachtungen auf primitive Sub- 
stitutionen zu beschränken; denn wenn «, ß, y, d den größten gemeinsa- 
men.Teiler « haben, so ist die von diesem Teiler befreite Substitution 
ebenfalls eine zur Grundform x gehörige, die Form  erzeugende Sub- 
stitution. 


Da wir uns vorläufig immer auf ein und dieselbe Grundform be- 
ziehen .werden, wird es der Kürze wegen gestattet sein, die Grundform 
unerwähnt zu lassen und schlechthin, je nachdem wir die Substitution $ 
oder die Form » im Auge haben, von einer erzeugenden Substitution oder 
einer erzeugten Form zu sprechen. Dabei brauchen wir für erzeugende 
Substitution auch kurz das Wort Erzeugende, um eine Häufung des Wortes 
Substitution zu vermeiden. 


Ist S eine Erzeugende, y die erzeugte Form und U eine beliebige 
unimodulare Substitution, so ist die Substitution S’= SU ebenfalls eine 
zu derselben Grundform gehörige Erzeugende und erzeugt gerade die Form 
op’, die aus durch die unimodulare Substitution U entsteht. Die Rechts- 
klasse, der eine Erzeugende angehört, enthält also lauter erzeugende Sub- 
stitutionen und soll kurz eine Klasse erzeugender Substitutionen heißen *). 


Offenbar ist jede unimodulare Substitution Erzeugende bei belie- 
biger Grundform. 


Mh Tier et 
Beispiel: Im vorigen Beispiel sind | ; ; ‚alsoauch : 
und | > | zur Grundform (3,2, 7) gehörige, die Form (4, 4, 6) erzeugende 
1081 
Substitutionen. 





*) Über die Anzahl der voneinander verschiedenen Klassen primitiver erzeu- 
gender Substitutionen von der gleichen Determinante m gibt der folgende, für 
beliebige mögliche Werte der Diskriminante D gültige Satz Auskunft: Die Klassen 


primitiver erzeugender Substitutionen von der gleichen Determinante m lassen sich um- 
wi: 





kehrbar eindeutig den Wurzeln der Kongruenz « = (), (m) zuordnen. 


4 


3” 
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17. Satz XIV. Hat die Form p den Teier o, so sind die Deter- 
minanten aller die Form Y erzeugenden Substitutionen durch o teilbar. 


Ist nämlich $S = 1731 mit der Determinante ad —ßy= m eine 


beliebige, zur Grundform x gehörige, die Form Y erzeugende Substitution, 
d. h. transformiert $ die Form = (g, h, k) in das mfache der Form 
p = (a, b, c), so transformiert umgekehrt S die Form (a, b, c) in das 
mfache der Form (g, A, k). Es bestehn also die Gleichungen 

ad —bdy-+cy=mg 

— 20adß +bled-+Py) —2cya= mh 

a® —bßa+ca—=mk, | 
aus denen man, da ihre linken Seiten durch o teilbar sind, entnimmt, 
daß auch mg, mh, mk und folglich m, da g, h, k ohne gemeinsamen 


Teiler sind, durch o teilbar sein müssen. 
Beispiel: Im vorigen Beispiel hat die Form (4, 4, 6) den Teiler 2, 








und die Determinanten der diese Form erzeugenden Substitutionen | er 


12, nämlich 12 und 2, sind durch 2 teilbar. 


18. Außer der Zahl o besitzen die Determinanten der die Form 
erzeugenden Substitutionen keine weiteren gemeinsamen Faktoren. Viel- 
mehr gilt der 

Satz XV. Es gibt stets solche die Form y mit dem Teiler o erzeu- 
gende Substitutionen, deren Determinanten nach Division durch o zu einer 
beliebig vorgegebenen Zahl prim werden. 

Das ergibt sich aus dem Beweis des Satzes XIII unter Beachtung 
der bekannten Tatsache, daß in jeder Formenklasse Formen gefunden 
werden können, bei denen der erste Koeffizient nach Division durch den Teiler 
der Form zu einer beliebig vorgegebenen Zahl prim wird. 

19. Wir wenden uns jetzt zu der Beantwortung der Frage: Welche 
Bedingung muß zwischen zwei Erzeugenden bestehn, damit die durch sie 
erzeugten Formen äquivalent sind? Sind aber 8, $, zwei die äquivalenten 
Formen %, p, erzeugende Substitutionen, so.gibt es eine unimodulare Sub- 
stitution U, die in 9, transformiert. Dann werden SU und $, beide 


dieselbe Form %, erzeugen, die Substitution SU S, ist also eine die Grund- 
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form selbst wieder erzeugende Substitution. Kann umgekehrt für zwei 
Erzeugende S, S, eine unimodulare Substitution U bestimmt werden, so 


daß SUS, die Grundform selbst wieder erzeugt, so müssen notwendig die 
Substitutionen SU und $S, die gleichen, 8 und $, demnach äquivalente 
Formen erzeugen. 

_ Wir werden also darauf geführt, diejenigen erzeugenden Substi- 
tutionen näher zu untersuchen, die die Grundform selbst: wieder erzeugen. 

20. Deshalb führen wir folgenden Begriff ein. 

Definition. Eine Substitution, die, auf die Form p ausgeübt, lediglich 
die Wirkung hat, sie mit einem konstanten Faktor zu multiplizieren, der gleich 
der Determinante der Substitution ist, heißt eine hemiautomorphe Substitution 
oder kurz eine Hemiautomorphe von Y. 

Eine Hemiautomorphe von mit der Determinante 1 transformiert 
die Form pin sich selbst, ist also in üblicher Bezeichnung eine automorphe 
Substitution von %. 

Eine Hemiautomorphe der Grundform % ist eine die Grundiorm 
selbst wieder erzeugende Substitution. 

In ähnlicher Weise wie die automorphen Substitutionen einer 
primitiven Form 9 mit der Diskriminante D von den Lösungen der 
Gleichung 

BETH, 


Er 1 


abhängen*), sind die hemiautomorphen Substitutionen von %, deren De- 
 terminante » ist, mit den Lösungen der Gleichung 
e—Dw _ 
4 
verknüpft. Das zeigt der folgende Satz. 
21. Satz XVI. Jede Hemiautomorphe der primitiven Form p = (a,b, c) 
ist in der Gestalt 








= 2 
2,= t+bu 
au 5 


darstellbar; dabei sind t, u zwei ganze Zahlen, die der Gleichung 




















*) Vgl. etwa Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Aufl., S. 151. 
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— Du: 
4 
genügen, in der n die Determinante der hemiautomorphen Substitution be- 
deutet; sind umgekehrt t, u, n ganze, der letzten Gleichung genügende Zahlen, 
so ist die Substitution 42, ganzzahlig und eine Hemiautomorphe von p mit 
der Determinante n. 


=n 





Beispiel: Die Substitution h 3! mit der Determinante 10 ist 
eine Hemiautomorphe der Form (1, 1,4) mit der Diskriminante D= —15, 
DE 10 die Lö- 





und ein Vergleich mit 2, ergibt für die Gleichung 


sung t=5, w=1. Umgekehrt erhält man für die Arch t=3, u=—1 
+ > u? 





— 6 die Substitution | mit der Determi- 


I-11| 
nante 6, die eine ea Ze der Form (1, 1,4) ist, da sie diese 
Form in das 6fache von sich selbst transformiert. 


22. Zum Beweise des vorigen Satzes sei die Substitution 


T_ et 
0| 


mit der Determinante Ao— ur=n eine Hemiautomorphe der primitiven 
Form = (a,b, c). Dann besteht die symbolische Gleichung 


T®T=nd, 


der Gleichung 











aus der man die andre 
| T®=%T 
folgert, die, ausführlich geschrieben, folgende Gestalt annimmt 
sel le) 3-21 
Diese symbolische Gleichung ist, wie die en ergibt, gleichbe- 
deutend mit den drei linearen Gleichungen 
al—o)+brv=0, au+ ov=0, bu+ceo—i)=0. 
Aus diesen entnimmt man, da a, b, c ohne gemeinsamen Teiler vorausge- 
setzt werden, daß 








o—i=bu u=-—cu v=au 
gesetzt werden kann, wo u eine ganze Zahl ist. Schreibt man noch 
o+4=t, 


so ergibt sich 
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Me = — cu = au > 
a FE or ’ A ’ Ana =; 4 


d.h. T ist von der Gestalt 2,; bildet man weiter mit den erhaltenen 
Werten für die Koeffizienten von T die Determinante Ao—uvr=n, 80 
ergibt sich für £, w die Gleichung 
e-Du 
4 
Genügen umgekehrt die ganzen Zahlen t, u, n der letzten Gleichung, 
so ist zunächst die Substitution (2, ganzzahlig. Dies braucht nur für die 


beiden Koeffizienten Ze und 
ihre Summe gleich t, also ganz, und ihr Produkt gleich n—acu*, also eben- 
falls ganz. Folglich sind die beiden Zahlen, da sie rational sind, selbst 
ganz. Daß aber 2, eine Hemiautomorphe von p ist, also, da sie die 
Determinante n hat, @ in ng transiormiert, ergibt sich sowohl unmittel- 
bar durch Ausrechnen als auch durch Wiederholung der vorigen Beweis- 
schlüsse in umgekehrter Reihenfolge. 

23. Damit ist der Beweis des Satzes XVI vollständig geführt. Er 
zeigt, daß die Gesamtheit der Hemiautomorphen der primitiven Form 


mit der Gesamtheit der Substitutionen (2, identisch ist, wenn i, u alle 
MRS: 2 


Zahlen durchlaufen, für die —— eine ganze Zahl ist. Wir dürfen 


demnach das Zeichen 2, für eine beliebige Hemiautomorphe der primi- 
tiven Form $ und entsprechend 2, für eine beliebige Hemiautomorphe 
von x anwenden. 











bewiesen zu werden. Nun ist aber 





Der Beweis des zweiten Teils des Satzes XVI ist übrigens, wie man 
leicht erkennt, gänzlich unabhängig von der Voraussetzung der Primitivi- 
tät von p. Dies besagt, daß auch für imprimitive Formen g jede Sub- 
stitution 2, eine Hemiautomorphe ist. (Nur würde die Umkehrung nicht 
gelten.) *). 

Wenn es auf den Zusammenhang ankommt, in dem die Substitu- 
tion 42, zu den Zahlen {, u steht, so nennen wir 42, die mit den Zahlen 
t, u gebildete Hemiautomorphe von Y. Entsprechend mögen 2), 424 


4 


*) Hat die Form g den Teiler o, so tritt an Stelle der Gleichung ?—- Du =4n 
die andre ®— Du’=40?n. 
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mit Zahlen t', w'; t", w" gebildete Hemiautomorphe von „ bedeuten. 

24. Wir sind jetzt imstande, für die hemiautomorphen Substitu- 
tionen zwei fundamentale Sätze zu beweisen. 

Satz XVII. Zwei hemiautomorphe Substitutionen derselben Form sind 
stets miteinander vertauschbar. 

Zum Beweise darf die Form primitiv angenommen werden. Sind 
aber Q2,, 42, zwei beliebige Hemiautomorphe der primitiven Form %, so 
ergibt die Zusammensetzung ebenfalls eine Hemiautomorphe 2, 2, = 22, , 
d. h. ausführlich geschrieben 











t—bu ring ’— bu He it’ — bu" ou 
2 i 2 ab 2 
t+bu a 25 "2 ee 7 925 
5 au 5 au 5 















































Führt man hier die Zusammensetzung tatsächlich aus, so findet man, 
daß 








ti! + Duuw „ tw +tlu 
win Ban 
ist, und erkennt aus der Symmetrie dieser Formeln sofort die Richtigkeit 
der Behauptung. Es ist also 
2,2, = 2,02, = 27, 

wobei die Zahlen t, u; , w’; t”, u”, mit denen die Hemiautomorphen 
2, 2%, 2, gebildet sind, durch die obigen Formeln miteinander ver- 
knüpft sind. 

(Nebenbei ist damit zugleich bewiesen, daß die Zahlen i”’, u” gänz 


g’’ 











Po rg 
sind und der Gleichung n = nn’ genügen, wenn t, u; t', u’ ganze 
u 2 DR | 
Zahlen sind, die den Gleichungen 1 “ -nund‘ — =n' genügen.) 


Beispiel: Die Zusammensetzung der beiden Hemiautomorphen der 
Form (1, 1,4) im Beispiel unter Nr. 21 ergibt 


lH E SSL, 


=15, W"= +8 
R) 


2 


-—1 





Hieristt=5, u=1, (=3, u =—1,also = 





2 


25. Satz XVIII. Sind 2, und (2, zwei mit denselben Zahlen t, u 
gebildete hemiautomorphe Substitutionen der Grundform x und der beliebigen 











H. Brandt, Komposition der binären quadratischen Formen relativ einer Grundform. 25 


Form p und ist $ irgend eine zur Grundform x gehörige, die Form  er- 
zeugende Substitution, so ist stets identisch 

















2,8=82,. 
Setzt man |S|=m, so kann man statt der letzten Gleichung auch 
S2Q,S=mN, 
schreiben, d. h. ausführlich 
6 —B — ku | a ß | Be — cu 
|| | M t+bu|" 
u} a& gu 5 | Y f) | au 9 






































Von der Richtigkeit dieser Formel überzeugt man sich aber, wenn man 
die Zusammensetzung der drei Substitutionen links tatsächlich ausführt 
und beachtet, daß die Gleichungen 


90” + hay+ky?= ma 
290.ß +had+Pßy)+2kyd= mb 
gß?+hpßd+ kd?= me 
bestehen, weil $ eine zur Grundform x gehörige, die Form » erzeugende 
Substitution ist (vgl. Nr. 16). 











Beispiel: Ist für D= —80 4 = (8, 2,7), 9=(4,4,6) und S= |... 
ER TRETOR C+B0W 0 4: 
so hat man für die Lösung t= 2, u=1 der Gleichung rm hl die 
Hemiautomorphen 2, | 7 ae und es ergibt sich 
Re a  e- 
Br Na1jl _jj41j j-1 -6| 
3 21 1031 Jos 4 3 


26. Wir wenden uns jetzt wieder zu der im 19. Abschnitt auf- 
geworfenen Frage und stellen folgenden Satz auf. 
Satz XIX. Damit zwei Erzeugende 8, S, mit den Determinanten 
m, m, äquivalente Formen erzeugen, ist notwendig und hinreichend, daß eine 
Hemiautomorphe der Grundform 42, mit der Determinante mm, existiert, die 
der Kongruenz 
52,S5,=0, (mm,) 


genügt. 


Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 
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Es ist oben bereits gezeigt, daß S, 8, dann und nur dann äqui- 
valente Formen erzeugen, wenn es eine unimodulare Substitution U gibt, 
so daß SUS, eine die Grundform selbst wieder erzeugende Substitution, 
d. h. eine Hemiautomorphe der Grundform ist, so daß 

SUS = 22, 
gesetzt werden kann. Aus dieser Gleichung folgt aber 
S 2,8,=mm,U, 
d. h. das Bestehn der obigen hehe Ist night die Kongruenz 
erfüllt, so kann man | 
SQ, S,= mm, Ü 
setzen, wo U eine ganzzahlige und zwar, weil S 52,5, die Determinante 
m’mi hat, eine unimodulare Substitution ist; Auebenn folgt aber 
SUS=2,. 
Damit ist der Satz bewiesen. Er zeigt im Zusammenhang mit 


dem Vorhergehenden, daß die Frage, ob $, $, äquivalente Formen er- 
zeugen, zurückgeführt werden kann auf die Auflösungen der Gleichung 


Diese Gleichung hat, wenn D negativ, Null oder ein Quadrat ist, 
endlich viele, dagegen wenn D eine positive, nicht quadratische Zahl 
ist, unendlich viele Auflösungen. Doch braucht man im einen wie im 
andern Fall nur endlich viele Auflösungen in Betracht zu ziehen, worauf 
wir nicht weiter eingehn*). 

Beispiel: Ist die en rs 1,6) mit der Diskriminante D=—23 





gegeben, so erzeugen | A | un 7 1 | mit den Determinanten 3 und 4 
äquivalente Formen; denn man findet aus der Bug t=5, u=—1 der 
p) 
Gleichung # ne = 12 die Hemiautomorphe In 1-12] |. für die die Kon- 
12] 


10|| 1 3641 22]_ | 
gruenz [03] | 2] 1 1% 02) besteht 





*) Man kann die Betrachtungen nämlich auf inäquivalente Lösungen be- 
schränken, wenn 2 Lösungen t, u und ?’, w äquivalent genannt werden, sobald 
tt —=Duw, (2 mm,) und tW=t'u, (2 mm,). 
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1| 
Andrerseits können loıl und » = 2 | | keine äquivalenten Formen erzeu- 
gen; denn die Gleichung e+ m 





= 16 besitzt nur die Lösungt= +8, u = 0, 


und | 02| I* 0 | 61 


54 01 
diese liefert 42, | 02|| 0 +4| | [-51 


kongruent Null nach dem Modul 16. 





| ist nicht 





3. Kapitel. Die Komposition relativ einer Grundform. 


27. Wir gehen jetzt dazu über, den Begriff der Kongruenzkom- 
position auf die erzeugenden Substitutionen anzuwenden, und stellen den 
Satz an die Spitze: 


Satz XX. Jede aus zwei Erzeugenden 8, S’ kongruent komponierte 
Substitution 5’ ist wieder eine Erzeugende, und ist umgekehrt die Erzeugen- 
de S” aus zwei Substitutionen S, 5’ kongruent komponiert, so sind diese 
ebenfalls Erzeugende. 

Zum Beweise stellen wir S” nach Satz X durch die Doppelgleichung 

S’=-SUS=-SUS 
dar und setzen |S|=m, |8’|=m’, so daß m zu m’ prim und |S”| = mm’ 

Ist dann bekannt, daß $, S’ zur Grundform x gehörige Erzeugende 
sind, so heißt das: x wird von $ in eine durch m und von 8’ in eine durch 
m teilbare Form transformiert. Dann folgt aber aus der Doppelgleichung, 
daß 8” % in eine sowohl durch m wie m’, also auch, da m prim zu m’, 
durch mm’ teilbare Form überführt; d. h. S” ist eine zur Grundform x 
gehörige erzeugende Substitution. 


Ist umgekehrt bekannt, daß S” eine zur Grundform x gehörige 
Erzeugende ist, so führt $” x in eine durch mm’ teilbare Form über. x muß 
also auch durch die Substitutionen 8” 8’ U = m’ S und 8" SU’= m 8’ in durch 
mm’ teilbare Formen transformiert werden. Das ist aber, da m prim zu m’, 
nur möglich, wenn x von S in eine durch m und von S’ in eine durch 
m' teilbare Form übergeführt wird, d. h. wenn 8, $8’ zur Grundform x 
gehörige erzeugende Substitutionen sind. 


Wir dürfen daher von einer Erzeugenden sprechen, die aus zwei 
4* 
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gegebenen Erzeugenden, und umgekehrt von zwei Erzeugenden, aus denen 
eine gegebene Erzeugende kongruent komponiert ist. 


Beispiel: Wählt man die Form (5, 4, 9) von der Diskriminante 
D= — 164 zur Grundform, so sind | für | und | & | zu dieser Grund- 
form gehörige Erzeugende mit den zueinander primen Determinanten 2 und 5. 


Es ist aber 








= | aus beiden kongruent komponiert, und diese Substi- 


tution ist ebenfalls eine zur Grundform (5, 4, 9) gehörige Erzeugende. Die 














Hemiautomorphe =; i der Form (1, 1, 4) (Nr. 21) ist aus den Sub- 
BER? 20 21 s ; ‘ 
stitutionen | _, , | und | 1 | kongruent komponiert, und diese sind 











Erzeugende zur Grundform (1,1, 4). 
28. Der Satz XX berechtigt uns, folgende Definition aufzustellen. 


Definition. Wenn S und S’ zwei zur Grundform x gehörige Erzeu- 
gende mit zueinander primen Determinanten sind, von denen die erste die 
Form 9, die zweite die Form g' erzeugt, so soll jede Form 9", die durch 
eine aus S und 8’ kongruent komponierte Substitution S" erzeugt wird, 
relativ der Grundform x aus p und p' zusammengesetzt oder komponiert ge- 
nannt werden. 

Wo kein Mißverständnis möglich ist, werden wir 9" auch ohne 
Angabe der Grundform kurz die komponierte Form und dann im Gegen- 
satz dazu p und 9’ die zu komponierenden Formen nennen. 


Beispiel: Durch die drei ersten im vorigen Beispielangegebenen Substitu- 
tionen werden der Reihe nach die Formen (5, —4, 9), (2, —6, 25), (1, 0, 41) 
erzeugt. Demnach ist relativ der Grundform (5, 4, 9) aus den Formen 
(5, — 4, 9) und (2, —6, 25) die Form (1, 0, 41) zusammengesetzt. 

29. Der Gaußsche Kompositionsbegriff ist in unserm enthalten. 
Wählt man nämlich als Grundform die Hauptform n = (l, &, —d), 
wo e=0 oder 1 und ®+4d=D ist, und ist 9=(a, b, c) eine 
beliebige Form derselben Diskriminante, die nur der einen Bedingung 
genügt, daß a nicht verschwindet, so wird diese stets durch die Sub- 
stitution 
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Pr 
2 


RE 
mit der Determinante a erzeugt, wie die Ausrechnung ergibt. Ist dann 
p = (a,b, c') eine zweite Form derselben Diskriminante, für die a’ zu a 
prim ist, so wird diese ebenso durch die Substitution 


‚b"’—e| 
2, | 

a a 

mit der Determinante a’ erzeugt. Bestimmt man jetzt eine Zahl b" durch 
die Kongruenzen 





S= 

















s-| 


b"=b, (2a), b"=b', (2«'), 
was immer möglich ist, weil a, «' zueinander prim und b, b' gleichzeitig 
gerade oder gleichzeitig ungerade sind, und setzt dann a” = aa’, so ist die 
Substitution 


a 

aus 5 und 5’ kongruent komponiert (da |S"j=a«a, S’=S$, (a) und 
S"=8', (a) ist) und erzeugt eine Form „" = (a”, b", c”), die relativ der 
Grundform n aus p und „' komponiert ist. 

Nun ist aber auch im @außschen Sinne 9" aus p und ' kom- 
poniert*). 

Beispiel: Ist D=—164, so ist „= (1, 0,41). Wenn man dann 
die Formen p = (5, —4, 9), p' = (2, —6, 25) auswählt (vgl. voriges Beispiel), 








so it S= | u Zn S'= 1? Ha Man kann dann 5b"=6, also 
ı0 1j ı0 1 
s"r—| Pe setzen. Diese Substitution erzeugt aber die Form (10, 6, 5); 
| 





demnach ist relativ der Hauptform (1, 0, 41) aus den Formen (5, --4, 9) und 
(2, —6, 25) die Form (10, 6, 5) zusammengesetzt. 


30. Wir wenden uns jetzt wieder allgemeinen Betrachtungen zu, 
setzen also eine beliebig gewählte Grundform voraus. 





*) @auß, Disgq. arith. art. 243, 1. 
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Offenbar müssen die Teiler der zu komponierenden Formen zuein- 
ander prim sein, weil sonst nach Satz XIV keine zwei sie erzeugende 
Substitutionen mit zueinander primen Determinanten gefunden werden 
können. 


Sind andrerseits zwei beliebige Formen %, 9° mit zueinander 
primen Teilern o, 0’ gegeben, so folgt aus Satz XV, daß man’ zu irgend 
einer Grundform x gehörige, die Formen 9, 9’ erzeugende Substitutionen 
mit zueinander primen Determinanten finden kann. Denn man kann 
nach diesem Satze eine die Form p erzeugende Substitution S mit der 


Determinante m so wählen, daß - und folglich auch m zu 0’ prim wird, 
und weiter eine die Form „' erzeugende Substitution S’ mit der Deter- 
minante m’, so daß - zu m prim ist. Damit ist aber erreicht, daß m 


zu m' prim ist. Somit lassen sich Formen %" bestimmen, die relativ x 
aus und 9° komponiert sind. 

31. Satz XXI. Jede relativ irgend einer Grundform x aus einer 
Form p mit dem Teiler o und einer Form p' mit dem Teiler 0’ komponierte 
Form g" besitzt den Teiler 00’. 

Sind nämlich $8, 8’ zwei die Formen %, 9’ erzeugende Sub- 
stitutionen mit den zueinander primen Determinanten m, m’, und ist 
S" eine aus S und 5’ kongruent komponierte, die Form 9" erzeugende 
Substitution, so gibt es nach Satz X zwei unimodulare Substitutionen 
U, U', so daß | 

S'’=SUS=S'U'S. 

Diese doppelte Darstellung der kongruent komponierten Substitution S" 
besagt aber, wenn man sich die Wirkung der auf die Grundform x aus- 
geübten Substitutionen 8, S’, 5" vergegenwärtigt, daß die Substitution U 8’ 
Y in m’y" und die Substitution U’S Y' in my" transformiert. Ist dann 
o” der Teiler der Form 9”, so folgt hieraus, daß o in m’o" und o’ in 
mo'' aufgeht. Da o als Teiler von m zu m’ und o’ als Teiler von m’ zu m 
prim ist, weil m, m’ zueinander prim sind, so muß notwendig o sowohl 
wie 0’ in o” aufgehn. Es ist also 0”, weil o zu 0’ prim ist, durch das Pro- 
dukt 00’ teilbar. 

Umgekehrt ist aber auch oo’ durch o” teilbar. Denn aus dem 
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eben Bewiesenen folgt, daß die Substitution SU g’’ in m’p und die Sub- 


stitution SU’ 9" in mg’ transformiert. Daraus schließt man, daß 0” in m’o 
und mo’, also auch in dem größten gemeinsamen Teiler beider Zahlen, 
d. i. in 00’ aufgeht. Daß aber oo’ der größte gemeinsame Teiler von m’o 


' 


m m a 2 
und mo’ ist, folgt daraus, daß — und 7 zueinander prim sind, weil m 
und m’ zueinander prim sind. 
Es ist also 0" = 00°. 


Beispiel: Relativ der Grundform (1, 0, 72) ist aus den Formen 
(4, 0,18) und (9, 6, 9) die Form (36, 24, 6) zusammengesetzt, weil aus den 


140] |93|| . 0 ||8612 |] 
01 01 die Substitution oıl 


poniert ist. Die zu komponierenden Formen haben aber die Teiler 2 und 
3, und die komponierte Form hat den Teiler 6= 2.3. 

32. Für die Gaußsche Kompositionstheorie gilt bekanntlich die 
fundamentale Tatsache, daß alle aus zwei Formen komponierten Formen 
einer bestimmten Formenklasse angehören. Ein ähnlicher Satz besteht in 
unserer Theorie. 


Satz XXII. Alle relativ einer festen Grundform x aus zwei Formen y 
und g' zusammengesetzten Formen g" sind einander äquivalent. 


Substitutionen | und kongruent kom- 








Zur Erläuterung dieses Satzes bemerken wir, daß zwar die Äqui- 
valenz aller der Formen, die aus der Vieldeutigkeit des Begriffs der kon- 
gruent komponierten Substitution entstehn, wegen Satz XI auf der Hand 
liegt. Nun gibt es aber unendlich viele Paare von Substitutionen, welche 
zueinander prime Determinanten haben und die zu komponierenden Formen 
Y und %„' erzeugen, wie aus Satz XIII und XV folgt, und es ist keines- 
wegs sofort ersichtlich, daß zwei aus verschiedenen Paaren kongruent kom- 
ponierte Substitutionen äquivalente Formen erzeugen. 


Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus dem folgenden, in 
dem er als Spezialfall enthalten ist. (Übrigens ist die größere Allgemein- 
heit nur scheinbar, man könnte auch unter Benutzung von Satz V jenen 
Satz aus diesem ableiten.) 


33. Satz XXIII. Fundamentalsatz. Wenn relativ zur Grundform x 
aus den Formen p und y' die Form „, aus den Formen 9, und g; die 
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Form p, komponiert ist und p äquwalent 9, Y' äquivalent yı ist, so ist 
auch stets p" äquivalent 7. 
Ehe wir zum Beweise dieses Satzes schreiten, bringen wir zuerst 


Voraussetzung und Behauptung mit Hilfe der früheren Sätze in eine geeig- 
nete Form. 


Nach Voraussetzung gibt es zwei Substitutionen S und 8’ mit zu- 
einander primen Determinanten m und m’, von denen die erste die Form p, 
die zweite die Form %’ erzeugt, und eine aus beiden kongruent komponierte 
Substitution S” mit der Determinante m’ = mm’, die die Form p’" erzeugt. 
Nach Voraussetzung gibt es weiter zwei Substitutionen $, und S, mit 
zueinander primen Determinanten m, und mj, von denen die erste die 
Form g,, die zweite die Form y| erzeugt, und eine aus beiden kongruent 
komponierte Substitution 8}’ von der Determinante m;’ = m, m], die die Form 
yı erzeugt. 

Da ferner die durch die Substitutionen S und S, erzeugten Formen 
und 9, äquivalent sind, gibt es nach Satz XIX für die Grundform x eine 
Hemiautomorphe (2, mit der Determinante mm,, so daß die Kongruenz 

92,8, = 0, (mm,) 
besteht. Ebenso gibt es, weil die durch die Substitutionen 8, und $,, 
erzeugten Formen „' und 9; äquivalent sind, für die Grundform x eine 
Hemiautomorphe £2, mit der Determinante m’m,, so daß die Kongruenz 
S'0,8;=0, (m'm;) 
besteht. 

Die Behauptung endlich, daß die durch die Substitutionen 8’’ und 
S/’ erzeugten Formen „’" und 97’ äquivalent sind, ist nach demselben 
Satz XIX bewiesen, sobald gezeigt werden kann, daß für die Grundform x 
eine Hemiautomorphe 2 mit der Determinante m’ m,’ existiert, so daß 
die Kongruenz 

s".2787’=0, (m’'m’‘) 
erfüllt ist. 

Wir nennen die beiden ersten Kongruenzen die Kongruenzen der 
Voraussetzung und die letzte die Kongruenz der Behauptung. 


34. Es liegt nun von vornherein nahe, für 27 die aus (2, und 


(2, zusammengesetzte Substitution einzusetzen, so daß nach Satz XVII 
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ER 

In der Tat ist dann auch die Kongruenz der Behauptung erfüllt. Das zeigen 
wir durch den Nachweis, daß ihre linke Seite durch die vier Zahlen 
mmi, m'm,, mm,, m’mi teilbar ist. Damit ist zugleich bewiesen, daß sie 
durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache dieser vier Zahlen teilbar ist. 
Dieses ist aber mm’m,m| =m’’mi’; denn das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
fache der zweiten und dritten Zahl ist mm’m,, der ersten und letzten mm’m/ 
und das dieser beiden mm’m, m], weil m zu m’ und m, zu mi prim ist. 

Mit andern Worten heißt das: Unsere Behauptung ist bewiesen, 
sobald gezeigt werden kann, daß unter der obigen Annahme für 12’ die 
linke Seite der Kongruenz der Behauptung durch die vier Zahlen mm|, 


m’m,, mm,, m'mı teilbar ist. Dies ergibt sich aber folgendermaßen. 


35. Setzt man die linke Seite der ersten Kongruenz der Voraus- 
setzung einmal rechts mit S, und einmal links mit S zusammen, so er- 
geben sich die beiden Kongruenzen 

82,=0, (m) 2,8, =0, (m,), 
und ähnlich schließt man aus der zweiten Kongruenz der Voraussetzung 

52,=0, (m) 2,=0, (m). 
Hieraus folgen, weil S’’ ein Rechtsvielfaches von $S und 8’, und $’ ein 
Linksvielfaches von $, und $; ist, die vier Kongruenzen 

"’Q,=0, (m) 2,8Y=0, (m,) 

"X=0, (m!) 2, = 0, (mi). 
Aus diesen entnehmen wir, daß 

"0,98 =0, (mm) "2,8 =0, (m’m,). 

Es ist also für 2/7 = 2,02,= 02,02, die linke Seite der Kongruenz der 
Behauptung durch mm; wie auch durch m’m, teilbar. 

36. Aus Satz XVIII ergibt sich die Existenz zweier ganzzahligen 

Substitutionen 42,, und 2, die den Gleichungen 
2. = 2, 7 =, 

genügen. (Sind nämlich £2,, 2, mit den Zahlen t, u; t', w' gebildete Hemi- 
automorphe von x, so sind Q2,., 2, die mit denselben Zahlen ti, u; 
!,.w' gebildeten Hemiautomorphen von p, und 9,.) Demnach ist 

82,2,8,=52,8,%, =0, (mm,) 
nach der ersten Kongruenz der Voraussetzung und ebenso 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 
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Ss’ 2,8, = Ss’ 2382, =0, (m'm,) 
nach der zweiten Kongruenz der Voraussetzung. Hieraus folgen, weil S’’ 


ein Rechtsvielfaches von 8 und 8’, und $’ ein Linksvielfaches von S, und 
S; ist, die beiden Kongruenzen 

Ss", Ss’ =0, (mm,) Ss", 2,87 =0, (mm}), 
und diese zeigen, daß für 2, = 2,2 = 2, 2, die linke Seite der Kon- 
gruenz der Behauptung sowohl durch mm, wie durch m’m, teilbar ist. 

37. Damit ist, nach dem, was oben bemerkt wurde, der Fundamen- 
talsatz vollständig bewiesen. Als Ergänzung dazu kann der folgende Satz 
angesehn werden. 

Satz XXIV. Ist relativ der Grundform x aus den Formen p und %’ die 
Form p", relativ der Grundform x, aus den Formen p und y' aber die Form 1’ 
zusammengesetzt, so ist stels 9’ däquivalent p, , sobald x äquivalent x, ist. 

Dieser Satz ergibt sich unter Benutzung des Fundamentalsatzes als 
eine Folgerung der unmittelbar einleuchtenden Tatsache: Wenn aus 8 
und $’ die Substitution $’”’ kongruent komponiert und U eine beliebige 
unimodulare Substitution ist, so ist aus den Substitutionen US und US’ 
die Substitution US” kongruent komponiert. 

Darnach kann der Fundamentalsatz auch in der folgenden erwei- 
terten Form ausgesprochen werden: 

Satz XXV. Wenn reativ der Grundform x aus den Formen p und g' 
die Form p" und relativ der Grundform x, aus den Formen y, und gı die 
Form yı zusammengesetzt ist, so ist steis p'' äquivalent p}, sobald x äqui- 
valent x, Y Äquivalent y, und y’ äquivalent y, ist. 


4. Kapitel. Die Komposition der Klassen relativ einer Grundklasse. 


38. Der Fundamentalsatz erlaubt, die unter Nr. 28 gegebenen De- 
finitionen von den Formen auf die Klassen auszudehnen. 

Wir bezeichnen die Grundklasse durch den Buchstaben G und 
durch K, K', K"... die Klassen der Formen y, ', 9" .... Ist dann relativ 
der Grundform y aus den Formen y und y' die Form g” zusammengesetzt, 
so nennen wir entsprechend die Klasse K" relativ der Grundklasse @ aus 
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den Klassen K und K’ zusammengesetzt oder komponiert und sprechen auch 
kurz von den zu komponierenden Klassen K und K’ und von der kompo- 
nierten Klasse K''. 

In Anlehnung an eine von Gauß eingeführte Symbolik*) bringen 
wir diese Beziehung zwischen den vier Klassen @, K, K’, K’ durch die 
symbolische Formel zum Ausdruck 

K+K'=K'", (6), 
lies: X plus X’ gleich X” relativ @. 

Weshalb wir dabei wieder zu der Gaußschen additiven Schreibweise 
zurückkehren und nicht die später üblich gewordene multiplikative Schreib- 
weise**) benutzen, wird nachher von selbst klar werden. 

39. Eine besondere Rolle spielt die Komposition der Klassen relativ 
derjenigen Grundklasse, deren Formen imstande sind, die Zahl 1 darzu- 
stellen. Diese Klasse, der die Hauptform n = (1, e, —d) angehört, heißt 
Hauptklasse und werde durch H bezeichnet. Hier gilt der 

Satz XXVI. Die Komposition der Klassen relativ der Hauptklasse 
ist mit der Gaußschen Kompositionstheorie (sofern man sie auf Klassen 
gleicher Diskriminante beschränkt) identisch. 

Sind nämlich Ayund X’ irgend zwei Klassen mit zueinander primen 
Teilern, eine Bedingung, welche unsere Theorie sowohl wie die Gaußsche er- 
fordert, so kann man stets in Ä eine Form p=(a,b,c) und in K’ eine 
Form 9'= (a’,b’, c') so auswählen, daß a zu a’ prim wird***), Dann 
zeigen aber die Betrachtungen in Nr. 29, daß man aus p und %’ eine 
Form "= (a’', b’’, c’’) herleiten kann, die sowohl in unserm Sinne relativ 
der Hauptform n wie auch im Gaußschen Sinne aus p und %° kompo- 
niert 1st. 

Der Satz zeigt, daß die symbolische Formel X+K’=K’, (H) 
mit der G@außschen X + K’=K’' gleichbedeutend ist?). 

40. Unsere Symbolik schließt aber nicht nur die G@außsche als 


*, Disq. arithm. art. 249. 
**) Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, IV. Auflage, S. 392. 
***) Ist D ein Quadrat, so sei für a, a das Zahlenpaar 0, 1 ausgeschlossen. 
t) Es macht auch keine Schwierigkeit, von unserer Theorie aus den An- 
schluß an die bilineare Substitution der @außschen Theorie zu gewinnen. 
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speziellen Fall in sich, sondern gehorcht auch bei beliebiger Grundklasse 
denselben formalen Gesetzen wie diese. Aus der Gültigkeit des kommu- 
tativen und assoziativen Gesetzes für die Kongruenzkomposition der Sub- 
stitutionen (Nr. 13) folgt die Gültigkeit dieser Gesetze für die Komposition 
der Formenklassen. Es ist also 
K+K=K+K, (@) 
und 
(K+K)+K”=K+(K’+K”), (@), 
so daß unter Fortlassung der Klammern für diese beiden Ausdrücke auch 
K+K’+K”, (@) 
geschrieben werden kann. Dies Zeichen, bei dem drei Klassensymbole 
addıtiv verknüpft sind, hat also stets eine bestimmte Bedeutung, sobald 
die Komposition überhaupt möglich ist, d. h. sobald die Teiler der drei 
Klassen zu je zweien prim sind. Allgemeiner hat das Zeichen 


K+K’+...+K"®, (G) 
einen eindeutig bestimmten Sinn, sobald die Teiler der n Klassen X,K’,... K*» 
zu je zweien prim sind. 
Ist speziell X eine primitive Klasse, so schreiben wir für die n- 
malige Komposition K+K +:..-+K kurz nK, (@). 


Für die symbolische Rechnung der Klassenkomposition gelten also 
alle Regeln der gewöhnlichen Addition. 

41. Es gibt eine Klasse, die bei der Komposition dieselbe Rolle 
spielt wie die Null bei der Addition, d. i. die Grundklasse. Für eine be- 
liebige Klasse X ist nämlich stets 

K+G=K, (@), 
d. h. in Worten: . 

Satz XXVII. Durch Komposition einer beliebigen Klasse K mit der 
Grundklasse @ entsteht wieder die Klasse K. 

Dieser Satz ist eine Folge der einfachen Tatsache, daß jede Sub- 
stitution aus sich selbst und der Einheitssubstitution kongruent komponiert 
ist, Speziell ist 

G+6G=@, (@), 
d. h. in Worten: 
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Satz XXVIII. Durch Komposition der Grundklasse mit sich selbst 
entsteht wieder die Grundklasse. 

Bemerkenswert ist der Zusammenhang dieser beiden Sätze mit den 
Sätzen XVIII und XVII. 

Die Grundklasse spielt in unserer Theorie eine ähnliche Rolle wie 
die Hauptklasse in der Gaußschen Theorie*). 

42. Von besonderer Wichtigkeit ist die Komposition der primi- 
tiven Klassen. Für ihre Symbolik gelten nicht nur die Regeln der Addi- 
tion, sondern auch die der Subtraktion. Um das einzusehn, leiten wir 
zunächst den folgenden Satz ab. 

Satz XXIX. Sind x und y zwei beliebige primitive Formen, so gibt 
es stets Formen y’, so daß relativ der Grundform x aus p und ’ eine der 
Grundform äquivalente Form x’ komponiert ist. 

Zum Beweise bestimme man zunächst zwei zur Grundform x ge- 
hörige, die Form p erzeugende Substitutionen S, 8’ mit zueinander primen 
Determinanten m, m’, was nach Satz XV möglich ist. Dann ist die Sub- 
stitution SS’ = “2, eine Hemiautomorphe der Grundform oder, was 
dasselbe ist, eine die Grundform selbst wieder erzeugende Substitution 
mit der Determinante mm’. Man kann daher nach Satz XII und Satz XX 
zwei Erzeugende 7, T’ mit den Determinanten m, m’ bestimmen, aus denen 
42, kongruent komponiert ist. Jetzt sind die Substitutionen $, T, die 
beide die gleiche Determinante m haben, rechts äquivalent; denn da 7 
ein linksseitiger Teiler von 42, ist, hat man 


TSS’=0, (m), 


woraus, wenn man die linke Seite rechts mit 5’ zusammensetzt und be- 
achtet, daß m’ prim zu m ist, die Kongruenz 
| TS 0, (m), 
d.h. die Bedingung der rechtsseitigen Äquivalenz folgt. Es gibt also eine 
unimodulare Substitution U (nämlich die Substitution = TS), so daß 
IU=8 


wird. Da (2, aus T und 7’ kongruent komponiert ist, so ist (2,U aus 


*) Vgl. Dirichlet-Dedekind, IV. Aufl. $ 148. 
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TU= und T’U kongruent komponiert. Ist dann x’ die Form, in die x 
durch U transformiert wird, d.h. die durch 42,U erzeugte Form und %’ 
die durch T’U erzeugte Form, so ist, wie es der Satz verlangt, aus 
und %’ eine der Grundform äquivalente Form x’ komponiert. 

Beispiel: Ist x=(l, 0, 11), $=(3, 2, 4) und wählt man etwa 














1 201 u 0883 ae 2 a re 
Ss I-10|' Ss = o1|> so daß m=4,m’=3, so wird #2, I-ı j |’ und 
1 1 | ’ u: 
man kann 7=-| ı° ‚T’= Ba annehmen (denn es ist|7|=4, | 7’|=3 
und T=2, (4, 7’=2,, (3). Dann ergibt sich U= lol und 


m I 131 
TU=|_10l; 
(1, 0,11 ) aus (3, 2,4) und (4, 2, 3) die der Grundform äquivalente Form 
(1, 2, 12) zusammengesetzt. 

43. Geht man beim letzten Satz von den Formen zu den Klassen über, 
so erhält man den 

Satz XXX. Zu jeder primitiven Klasse K kann stets eine Klasse K’ 
bestimmt werden, so daß 


also y’ = (1, 2, 12) und 9’ = (4, 2, 3). Demnach ist relativ 


K+K=@6, (@). 

Gäbe es noch eine zweite von Ä verschiedene Klasse X}, so daß auch 

K+K,=@, (6) 
wäre, so folgte aus diesen beiden symbolischen Gleichungen wegen der 
Gültigkeit des: assoziativen Gesetzes @+ Ki=G@+K’, (G) und hieraus 
nach Satz XXVII im Widerspruch zu der Annahme 
Kı=K’, (@). 

Die Klasse K’ ist also eindeutig bestimmt und soll die zu X relativ 
@ entgegengesetzte Klasse heißen. Offenbar ist auch X die zu K’ relativ @ 
entgegengesetzte Klasse, so daß auch K und K’ als einander relativ @ 
enigegengeseizte Klassen bezeichnet werden können. 

Die Klassen X und X’ spielen in unserer Symbolik dieselbe Rolle 
wie zwei sich nur durch ihr Vorzeichen unterscheidende Zahlen in der 
Addition. Da die Gültigkeit der Regeln der Addition schon nachgewiesen 
ist, können wir zu keinem Widerspruch geführt werden, wenn wir die 
Klasse K’ durch —K bezeichnen und mit dem Zeichen —ÄK nach den 
Regeln der gewöhnlichen Subtraktion rechnen. Dabei ist darauf zu achten, 
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daß das Zeichen — X nur für primitive Klassen K definiert ist und erst nach 
Angabe der Grundklasse @ einen Sinn hat, so daß wir, wenn ein Zweifel 
über die gewählte Grundklasse bestehn kann, — X, (@) schreiben müssen. 
44. Ist K eine primitive Klasse, so folgt aus der symbolischen 
Formel 
K+K'=K’, (6) 

durch beiderseitige Subtraktion von X 
K’"—K=K’, (6). 

Ist auch X’ eine primitive Klasse, so hat man ebenso 
K"—K’=K, (@). 

45. Die bisher abgeleiteten Gesetze der Klassenkomposition lassen 
erkennen, daß die primitiven Klassen gleicher Diskriminante, die wie be- 
kannt in endlicher Anzahl vorhanden sind, eine Abelsche Gruppe bilden, 
sobald man als Verknüpfungsgesetz die Komposition der Klassen relativ 
einer zwar beliebigen, aber bestimmten Grundklasse annimmt. Daher 
dürfen wir auch die allgemeinen Sätze der Gruppentheorie auf die Kom- 
positionstheorie anwenden. Der Satz, daß jede endliche Abelsche Gruppe 
eine Basis besitzt, besagt dann in unserer symbolischen Schreibweise: 

Satz XXXI. Unier den primitiven Klassen der Diskriminante D kann 
siets eine endliche Anzahl von n Klassen K,, K,,... K, ausgewählt werden, 
so daß jede primitive Klasse K eindeutig in der Form 

K= S,K, r &K, Lich +5.K,; (@) 
darstellbar ist, wo die 5, positive ganze Zahlen sind, die einem Bereich 
0<&<v, (=1,2,...n) 
angehören, wobei v,v,...v, der Anzahl h der sämtlichen primitiven Klassen 
der Diskriminante D gleich vst. 

Die Anzahl rn ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, doch 
kann man eine Basis so wählen, daß die Zahlen »,, v,,...v„ die Eigen- 
schaft haben, daß jede von ihnen durch die folgende teilbar ist. Dann 
erhält man einen bestimmten und zugleich möglichst kleinen Wert für n. 

Für die @außsche Kompositionstheorie war der Satz XXXI schon 
Gauß selbst bekannt*), einen vollständigen Beweis gab Schering **). 





*) (Gauß, Disqu. arithm. art. 305—307. 
**, Schering, Die Fundamentalklassen der zusammensetzbaren arithmetischen 
Formen. Göttingen 1869 oder Werke Bd. I, S. 135. 
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5. Kapitel. Der Übergang zu einer neuen Grundklasse, 


46. Wir haben bisher die Grundform oder doch wenigstens die 
Grundklasse zwar beliebig, aber doch bestimmt gewählt angenommen. Es 
zeigte sich, daß bei zwei zu komponierenden Formen und fest gegebener 
Grundform alle komponierten Formen einer eindeutig bestimmten Klasse 
angehören. Diese Eindeutigkeit der komponierten Klasse blieb auch noch 
bestehn, wenn die Grundform durch eine beliebige äquivalente ersetzt 
wurde Naturgemäiß wird man aber eine Änderung der komponierten 
Klasse erwarten, wenn die Grundform durch eine andre, ihr nicht äqui- 
valente, ersetzt wird. In der Tat findet eine solche Änderung auch statt, 
und es fragt sich nur, nach welchem Gesetz sie erfolgt. 

Die Antwort auf diese Frage liefert uns der folgende Satz. - 


47. Satz XXXII. Ist relativ der Grundform x aus den Formen p 
und g’ die Form p”, relativ der Grundform x’ aber aus denselben Formen 
und y’ die Form 9” zusammengesetzt, so ist jede relativ der Grundform x’ 
aus p” und x zusammengeseizte Form „'” der Form 1%” äquivalent. 

Zur Erläuterung des Satzes vergleiche man die Beispiele unter 
Nr. 28 und 29. Dieser Satz sagt nur dann etwas Neues aus, wenn x 
und x’ verschiedenen Klassen angehören. Sind nämlich x und x’ äqui- 
valent, so ist er inhaltlich, wie aus Satz XXVII folgt, mit dem Satz XXIV 
identisch. Der folgende Beweis ist aber im einen wie im andern Fall 
gültig. Wegen des Fundamentalsatzes ist es offenbar nicht erforderlich zu 
zeigen, daß jede relativ y’ aus @ und 9’ komponierte Form %”” jeder 
relativ y’ aus 9” und x komponierten Form „’” äquivalent ist, sondern es ge- 
nügt zu zeigen, daß eine der Formen %’”’ einer der Formen 9’” äquivalent ist. 

48. Um diesen Nachweis zu führen, seien 8, 8’, S” drei zur 
Grundform x gehörige, die Formen %, p’, 9’ erzeugende Substitutionen, 
von denen die dritte aus den beiden ersten kongruent komponiert sei, und 
es werde gesetzt |S|= m, |$’|= m’, |S”’|= m”, so daß m zu m’ prim und 
m’ = mm’ ist. Unter den zur Grundform x’ gehörigen, die Form x er- 
zeugenden Substitutionen können nun zwei solche T, 7’ bestimmt werden, 
deren Determinanten n, n’ sowohl unter sich wie auch beide zu m und 
zu m’ prim sind, wie aus Satz XV folgt. Dann sind die vier Zahlen 
m, m’, n, n’ zu je zweien prim. 
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Offenbar sind jetzt TS und T’S’ zur Grundform x’ gehörige, die 
Formen y und 9’ erzeugende Substitutionen, und ihre Determinanten, nämlich 
nm und n’m’, sind zueinander prim. Man kann daher eine aus TS und 
T’S’ kongruent komponierte Substitution S’”” bestimmen, welche aus x’ eine 
Form 9” 

Ferner sind TS” und 7’ zur Grundform x’ gehörige, die Formen p” 
und x erzeugende Substitutionen, und ihre Determinanten, nämlich nmm’ 
und n’, sind zueinander prim. Man kann daher eine aus TS” und 7’ kon- 
gruent komponierte Substitution ‚S’” bestimmen, welche aus x’ eine Form y'’ 
erzeugt, die relativ y’ aus 9” und x komponiert ist. 


erzeugt, die relativ y’ aus $ und %° komponiert ist. 


Wir beweisen nun die behauptete Äquivalenz der Formen %’” und 


y'’, indem wir zeigen, daß die beiden sie aus y’ erzeugenden Substituti- 


onen S’” und S$’” rechtsseitig äquivalent sind. 


49. Dazu ist nach Nr. 6, weil 5’ = SS!’ = mm’nn’, nur das 
Bestehn der Kongruenz 


s”’8W — 0, (mm’nn’) 
zu beweisen. Dies erledigen wir durch den Nachweis, daß die Substi- 


tution S”’ 8’ durch mn, durch n’ und auch durch m’ teilbar ist; da 
m, m’, n, n’ zu je zweien prim sind, ist damit zugleich die Teilbarkeit 
durch mm’nn’ bewiesen. Dabei stützen wir uns lediglich auf die Tatsache, 
daß $’” ein Linksvielfaches von TS und T’S’, und S’? ein Linksvielfaches 
von TS” und 7” ist. 


Weil nämlich 8’ —= 0, (T 8), also 8” ":0, (ST), und 570, (T$’”), 
also auch S’’=0, (TS), so entsteht S’” S'P durch links- und rechtsseitige 
Zusammensetzung mit gewissen ganzzahligen Substitutionen aus der durch 
mn teilbaren Substitution STTS=mnE, ist also selbst durch mn teilbar. 

Weil ferner 5’ = 0, (Ts), also auch 5””’ 0, (T’) oder ur — 0.05 
und S”’=0, (T’), so entsteht S’” 8’? auch durch links- und rechtsseitige 
Zusammensetzung mit gewissen ganzzahligen Substitutionen aus der durch 
n’ teilbaren Substitution T’T’=n’E, ist also selbst durch n’ teilbar. 

Um aber endlich einzusehn, daß die Substitution S”’ 8” auch durch 
m’ teilbar ist, bemerke man zuerst, daß 8’ = 0, (8’T7’ ) undS’’—0, (TS”), 
also auch S”—=0, (T8’), so daß 88.7 durch links- und rechtsseitige 
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Zusammensetzung mit ganzzahligen Substitutionen aus der Substitution 


S’T’TS’ entsteht. Diese ist aber durch m’ teilbar. Weil nämlich 7’T 
zufolge der Bedeutung von 7, 7’ eine Hemiautomorphe 42, von x ist, so 
gibt es nach Satz XVIII eine ganzzahlige Substitution 2,, so daß 
2,8’=8'’42,. Daher ist STTS’= $’Q,8' — SQ, = m’, also 
durch m’ teilbar. 

Damit ist das Bestehn der behaupteten Kongruenz bewiesen und 
der Beweis des Satzes XXXII vollständig geführt. 

50. Überträgt man das Resultat von den Formen auf die Klassen 
und bezeichnet dabei die Klassen der Formen x, x’, 9, $’, 9”, 9” durch 
@G, @, K, K’, K”, K’’, so besagt es folgendes: 

Satz XXAXIII. Ist relativ der Grundklasses G@ aus den Klassen K 
und K’ die Klasse K’’ zusammengesetzt, so erhält man die relativ einer 
neuen Grundklasse @' aus K und K’ zusammengesetzte Klasse K’”’, indem 
man relativ der neuen Grundklasse @' die alte komponierte Klasse K” mit 
der alten Grundklasse @ zusammensetzt. 


Unter Verwendung der in Nr. 38 eingeführten Symbolik heißt das: 

Mit dem Bestehn der beiden symbolischen Formeln 

K+K'=K’, (6) 

K+K'=K",(@) 
ist stets das Bestehn der andern 

E'"+G=K", (@) 
verbunden; vertauscht man hier @ und @’, so gewinnt man noch die 
ähnliche Formel 

K'"+G=K', (G). 
Da @, @ primitive Klassen sind, gibt es eine zu @ relativ @’ entgegenge- 
setzte Klasse — @, (@’) und eine zu @’ relativ @ entgegengesetzte Klasse 


— @, (@). Führt man diese neuen Klassen in die vorhergehenden Formeln 
ein, so hat man nach Nr. 44 


K"’—-G=K’, (@) 

K’ —-@=K”, (@). 
Die letzte dieser Formeln zeigt, 'wie.man relativ der alten Grundklasse die 
neue komponierte Klasse K’" bestimmen kann. 
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51. Die symbolischen Formeln der vorigen Nummer zeigen eine auf- 
fallende Analogie zu einfachen geometrischen Formeln. 

Sind nämlich O0, P, P’ drei Punkte eines Raumes von beliebiger 
Dimensionenzahl, so werde diesen drei Punkten ein vierter P’” durch die 
Gleichung 

OP+OP’=0OP” 
zugeordnet, die bedeuten soll, daß der Vektor OP” die Summe der Vek- 
toren OP und OP’ sei, so daß P” der vierte O gegenüberliegende Eck- 
punkt eines Parallelogramms wird, dessen drei übrige Ecken O0, P, P’ sind. 

Diese Gleichung wollen wir, um die Analogie vollkommener zu 
machen, in der neuen Form schreiben 

P+P’=P”, (0), 
lies: P plus P’ gleich P’” relativ O, und entsprechend dieser neuen Schreibweise 
den Punkt P’ die relativ des @rundpunktes O genommene Summe der Punkte 
P und P’ nennen. 
Ist nun O0’ ein neuer Grundpunkt und P’”’ so bestimmt, daß 
P+P= Pr 3 (0), 
so überzeugt man sich leicht, daß stets die Gleichungen 
P" +0 =P’, (0) 
P"”"+.O0'=P"”, (0) 
erfüllt sind, die noch ergänzt werden können durch die beiden folgenden: 
P"”"—-0O =P', (0) 
P' —0'= P'”, (0). 

Dabei kann — O0, (0’) als Punkt aufgefaßt werden, der durch die 
Gleichung O + (— 0) = 0’, (0’), für die wir kurz O— O0 = 0’, (0’) schreiben, 
definiert ist, und eine ähnliche Bedeutung hat — 0’, (0). 

Die vorstehenden Formeln zeigen, daß eine vollständige formale 
Analogie zwischen der Komposition der Klassen relativ einer Grundklasse 
und der Addition der Punkte relativ eines Grundpunktes besteht. 

Es fragt sich daher, ob es nicht überhaupt möglich ist, die Formen- 
klassen einer gegebenen Diskriminante und in gewisser Weise ausgewählte 
Punkteso aufeinander zu beziehn, daß die beiden Operationen der Komposition 
der Klassen und der Addition der Punkte vollständig paraliel laufen, derart, 
daß die komponierte Klasse auch stets wieder dem durch Addition ge- 
wonnenen Punkte entspricht und umgekehrt. 

6* 
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52. Eine solche gegenseitige Zuordnung von Punkten und Klassen 
ist nun für die primitiven Klassen tatsächlich möglich. 

Bilden nämlich für die Komposition relativ der Grundklasse @ die 
Klassen K,, K,,...K, eine Basis des Systems der primitiven Klassen, so 
daß nach Satz XXXI jede primitive Klasse X in der Gestalt 

K= 5K, Fr &K, ne 2 5.K,, (@) 

darstellbar ist, so ordne man jeder solchen Darstellung den Gitterpunkt 
mit den cartesischen Koordinaten $, &,...&, in einem n-dimensionalen 
Raume zu, so daß jeder Klasse ein Gitterpunkt, der Grundklasse speziell 
der Anfangs- oder Grundpunkt entspricht. Damit aber auch jedem Gitter- 
punkt eine Klasse zugewiesen wird und die Addition der Punkte unbe- 
schränkt ausgeführt werden kann, wird man dabei nicht wie früher die $, 
auf das Intervall 0 < &,<<{v, beschränken, sondern unabhängig voneinander 
alle ganzzahligen Werte durchlaufen lassen. Dann ergeben nach bekannten 
Gruppeneigenschaften immer zwei Wertsysteme &,, & und damit auch die 
entsprechenden Punkte dieselbe Klasse, wenn die Kongruenzen &, =$;=0, (v,) 
erfüllt sind. Der ganze unendliche Raum wird also in lauter Parallelepi- 
pede mit den Kantenlängen v,, v,, ... v„ eingeteilt, deren jedes »,r,...v, = h 
Punkte enthält, die sämtliche Klassen und auch jede nur einmal reprä- 
sentieren. 

Sind jetzt drei Klassen X, K’, K’’ gegeben, von denen die dritte relativ @ 
aus den beiden erstenkomponiertist, und hat man Ä, X’ irgendwiein der Gestalt 


K= S,K, 2 &K, 2 de 2 5K,; (@) 

K'=&K,+&K,+ "+ &K, (6) 
dargestellt, so ist 

K'"=-SR,+g KR, +++ KR, (@), 
wenn 
et (=+1,2,...n) 
gesetzt ist. Bezeichnet man daher die Punkte mit den Koordinaten £&, &, 5” 
durch P, P’, P’' und den Anfangspunkt mit O, so ist mit 
K+K'=K, (6) 

gleichzeitig 


P+P'=P', (0). 
Ist umgekehrt für irgendwelche Punkte P, P’, P’’ die letzte Gleichung 
erfüllt, so gilt für die entsprechenden Klassen auch die vorhergehende. 
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53. Das geometrische Bild gewinnt dadurch an Interesse, daß 
es unabhängig von der Wahl der Grundklasse und des entsprechenden 
Grundpunktes ist. Weil nämlich die Transformationsformeln für den Über- 
gang zu einer neuen Grundklasse (Nr. 50) den Transformationsformeln für 
den Übergang zu einem neuen Grundpunkt (Nr. 51) vollständig analog ge- 
baut sind, so gilt eine geometrische Repräsentation, die für das System der 
primitiven Klassen unter Annahme der Grundklasse @ gefunden ist, gleich- 
zeitig für jede andre Grundklasse @. Um die aus X und K’ relativ der 
beliebig gewählten Grundklasse @’ komponierte Klasse zu finden, braucht 
man nur den Klassen X, K’, @’ entsprechende Punkte P, P’, 0’ aufzu- 
suchen, die Summe von P und P’ relativ 0’ zu bilden und umgekehrt zu 
dem erhaltenen Punkt P’’ wieder die entsprechende Klasse X” zu suchen. 

Ein Beispiel wird dies noch deutlicher machen. Für D = — 84 hat 
man vier primitive Klassen H, K, K’, K’, die der Reihe nach durch die 
Formen (1, 0, 21), (3,0,7), (2, 2,11), (5, 4,5) repräsentiert werden können. 
Nimmt man H als Grundklasse, so ist 2K=2K’=H, (H) und K+K' 
=K'',(H). Es können also die Klassen K und K’ als Basis angenommen 
werden, so daß v,=»,=2 ist. Man erhält daher das folgende Bild, aus dem 
sämtliche möglichen Kompositionsformeln unter der Annahme einer beliebigen 
Grundklasse abgelesen werden können. 


HKHKHKH 
erteept 
HEHKHKH 
K' K"K'K"K' K’K' 
HKHKHKH 


So ergeben sich unter anderm H + K'’ =K,(K’)oder2K’=K,.(K). 


Schluß. 

Die im vorstehenden entwickelte Theorie ist einer vielseitigen Er- 
weiterung fähig, weil die Begriffe der Kongruenzkomposition, der erzeugenden 
und der hemiautomorphen Substitution sich leicht verallgemeinern lassen. 
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Zunächst teilt sie mit der @außschen Theorie die Eigenschaft, daß sie aus- 
gedehnt werden kann auf binäre quadratische Formen, deren Koeffizienten 
und Variabeln ganze komplexe Zahlen des Körpers der vierten Einheits- 
wurzel sind. Ferner kann die Theorie auch auf zerlegbare Formen beliebi- 
gen Grades übertragen werden. Das liegt daran, daß die beiden funda- 
mentalen Sätze XVII und XVIII, die die Hauptstütze unserer Theorie 
bilden, hier ihr Analogon finden. 

Dies ist für die quadratischen Formen mit mehr als zwei Variabeln 
nicht mehr der Fall. Trotzdem scheint sich auch hier vor allem für die 
zunächst in Betracht kommenden ternären und quaternären Formen ein 
weites Feld für fruchtbare Untersuchungen zu eröffnen. Vielleicht existiert 
sogar für quaternäre quadratische Formen eine der obigen ähnliche Kom- 
positionstheorie, bei der allerdings das kommutative Gesetz nicht mehr gilt. 

Die Kompositionstheorie der binären quadratischen Formen läßt 
sich auch auf gewisse, von Kronecker untersuchte Bilinearformen ausdehnen *). 
Das beruht auf der folgenden Tatsache: Wenn S eine zur Grundform 
x=(g, h, k) gehörige, die Form = (a, b, c) erzeugende Substitution mit 
der Determinante m und / eine beliebige ganze Zahl ist, die nur mit Äh 
gleichzeitig gerade oder ungerade ist, so transformiert die Substitution S 
stets die Kroneckersche Form (g, 4H{A+L), 4(h—!), k) in das m-fache der 
Kroneckerschen Form (a, 4{b-+!), Yb—I), ce). 

Eine Ausdehnung der Theorie auf die in mancher Beziehung ähnlichen 
Hermiteschen Formen**) ist jedoch nicht möglich. 


Karlsruhe, im Dezember 1917. 





*) Kronecker, Werke 1, S. 143 oder Berliner Berichte 1866, S. 837. 
**) Hermite, Oeuvres, t. I, p. 238 oder Journal für reine und angewandte Mathe- 


matik Bd. 47 (1854), S. 346. 














Über algebraische Flächen. 


Von Herrn Heinrich W. E. Jung in Kiel. 


Einer freundlichen Aufforderung von Herrn Hensel entsprechend 
gebe ich in den folgenden Zeilen eine Übersicht über den Inhalt eines 
Buches, dessen Erscheinen durch den Krieg verzögert wird. Das Buch 
handelt von den algebraischen Flächen im engeren Sinne. Es enthält 
also nichts über die zu den Flächen gehörigen Integrale. Vielleicht wird 
die Abgrenzung des Stoffes am klarsten, wenn ich auseinandersetze, welchem 
Teil der algebraischen Funktionen einer Veränderlichen der Inhalt meines 
Buches innerhalb der algebraischen Funktionen zweier Veränderlichen ent- 
spricht. In dem Buche von Hensel und Landsberg, Theorie der algebra- 
ischen Funktionen einer Variablen (Leipzig 1902) sind in der 26sten Vor- 
lesung die algebraischen ebenen Kurven unter Zugrundelegung homogener 
Koordinaten 2,, 2, &; behandelt*). Die singulären Stellen einer Kurve 
werden dadurch gefunden und charakterisiert, daß gewisse Determinanten 
aus den Koordinaten x, und den Differentialen dx,, d’x, in Primteiler zerlegt 
werden. Die Stellen, zu denen diese Primteiler gehören, sind die singu- 
lären Stellen. Der Primteiler und die zugehörige Stelle wird näher charak- 
terisiertt durch die Potenz, in der er in der Determinante enthalten ist. 
Vergleicht man in den Gleichungen, die die Zerlegungen angeben, die Ord- 
nungen der links- und rechtsstehenden Determinanten und Divisoren, so 
erhält man die Plückerschen Gleichungen. Mein Buch enthält das Ent- 
sprechende für algebraische Flächen. An die Stelle der erwähnten Deter- 





*) Man vergleiche auch Hensel, Über die Invarianten algebraischer Körper. 
Dieses Journal, Bd. 149, S. 125—146. 
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minanten treten Differentialinvarianten. An die Stelle der singulären Punkte 
treten singuläre Kurven, die dadurch bestimmt sind, daß längs ihrer eine 
oder mehrere der Differentialinvarianten Null werden. Ein Satz über diese 
Invarianten (vgl. Kap. III) liefert für die besonderen Kurven der Fläche 
eine Reihe von Äquivalenzen. Benutzt man dann den Satz, daß die Zahl 
(P,, 9.) der Schnittpunkte zweier Kurven 9,, 9, ungeändert bleibt, wenn man 
Y, oder 9%, oder beide durch ihnen äquivalente Kurven ersetzt, so erhält 
man den Plückerschen Gleichungen entsprechende Salmonsche Gleichungen. 

Die folgende Übersicht erschöpft nicht den Inhalt des Buches. Sie 
soll nur eine Vorstellung von den angewandten Methoden und den damit 
erreichten Ergebnissen geben. 

Ich benutze die Gelegenheit, einige Zusätze zu den letzten in diesem 
Journal von mir erschienenen Arbeiten zu machen und einige Irrtümer zu 
berichtigen, auf die Herr M. Noether so freundlich war, mich aufmerksam 
zu machen. 

Zu meiner Arbeit: Über die O’remonasche Transformation der Ebene 
in Bd. 138 dieses Journals bemerke ich: 

1.) Singuläre O’remonasche Transformationen findet man schon früher, 
z. B. in der Dissertation von @. Rieß, Erlangen 1893: Über die singulären 
eindeutigen Ebenen- und Raumtransformationen niederer Ordnung. Dort 
sind unter anderem sämtliche kubischen Transformationen aufgestellt. 

2.) Die auf $S. 257 unten angegebene Art, wie sich etwa beweisen 
ließe, daß sich auch alle singulären Cremonaschen Transformationen aus 
quadratischen zusammensetzen lassen, ist nicht richtig. Auf die Art ist 
der Beweis nicht zu führen. 

Zu meiner Arbeit: Über die ausgezeichneten Kurven algebraischer 
Flächen in Bd. 142 dieses Journals (1913) bemerke ich: 

Zu 3) S. 62. Daß ausgezeichnete Kurven erster Klasse einander 
schneiden können, ist auch schon von Herrn M. Noether bemerkt in seiner 
Arbeit in den Math. Annalen Bd. 29, Über die totalen algebraischen Diffe- 
rentialausdrücke, und zwar auf S. 372—381 dieser Arbeit. Auch die Herren 
Castelnuovo und Enriques kennen diese Möglichkeit. Sie fassen zwei sich 
schneidende ausgezeichnete Kurven erster Klasse formal als eine Kurve 
auf. Vielleicht bin ich dadurch zu meiner irrtümlichen Auffassung ge- 
kommen, sie hätten diese Möglichkeit übersehen. 
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Zu 4) auf S. 62 und 5) auf 8.63. Die Invarianz von (8, 8)+a 
und /+ (8, &) ist schon von Herrn M. Noether angegeben in seiner Arbeit 
in Bd. 8 der Math. Annalen (S. 526—528). 


Kapitell. Die Kurven auf einer algebraischen Fläche und die 
Zahl ihrer Schnittpunkte. 


Es ist eine eigentümliche Tatsache, daß es nicht leicht ist, die 
Kurven auf einer algebraischen Fläche und die Zahl ihrer Schnittpunkte 
zu definieren. Es hängt das damit zusammen, daß weder die Kurven noch 
ihre Schnittpunkte bei birationalen Transformationen invariant sind. 


S$1. Der Körper 7 und seine Divisoren. 


Den Betrachtungen wird zugrunde gelegt ein algebraischer Körper 7 
von zwei unabhängigen Veränderlichen. Aus 7 werden irgend zwei voneinan- 
der unabhängige Größen %, y ausgewählt. Die Stellen von 7T werden dann 
dadurch definiert, daß in der Umgebung jeder Stelle und w ganz be- 
stimmte endliche oder unendlich große Werte annehmen sollen. Sind Yu, %, 
die Werte, die 9, w an der Stelle 5 annehmen, so sind —Y,, w—y, für 
die Umgebung von $ als gewöhnliche Potenzreihen von zwei Hilfsgrößen 
u, v darstellbar, während alle andern Funktionen aus 7T entweder auch 
gewöhnliche Potenzreihen werden oder Quotienten solcher. Wir bezeich- 
nen im folgenden durchgehends eine Stelle von T mit $ und die zugehö- 
rigen Hilfisgrößen mit u, v. 

Wir nennen einen algebraischen Körper P einer unabhängigen Ver- 
änderlichen einen Primteiler des Körpers 7T, wenn jede seiner Funktionen 
einer Funktion von 7 entspricht und wenn alle Gleichungen, die zwischen 
den Größen des Körpers 7 bestehen, auch für die ihnen entsprechenden 
Größen des Körpers P gelten. In bezug auf die analytische Definition 
zerfallen die Primteiler in zwei Arten. Ein Primteiler P der ersten Art 
kann folgendermaßen definiert werden. Ist S eine passend gewählte Stelle 
von T, so kann Pfür die Umgebung von S durch eine Gleichung zwischen 
den Hilisgrößen u, v 

P(w, v) = 0 
definiert werden, wo P(w, v) eine gewöhnliche Potenzreihe von u, v ist, 
die für v=v= 0 verschwindet. Pu, v) heißt die zugeordnete Funktion 


- 


Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. f 











50 Heinrich W. E. Jung, Über algebraische Flächen. 


von P für die Stelle $. Ist & ein Primteiler zweiter Art, so gehört er 
zu einer ganz bestimmten Stelle $S von 7T und wird in folgender Art de- 
finiert. Man setze 
v=enaUÜ +RW + ten, 

wo die « Konstanten sind und die « positive rationäle Zahlen, die der 
Bedingung 0 <a <&%<..- <e genügen. Die Größe t ist ein Para- 
meter. Diese Entwicklung für v setze man in die Funktionen von T ein, 
nachdem man sie als Funktionen der Hilfsgrößen u, v dargestellt hat, und 
entwickle nach Potenzen von u und setze dann u= 0. Es werden dadurch 
die Funktionen von 7 rationale Funktionen des Parameters ti. Den Über- 
gang von T zu einem Primteiler P drücken wir dadurch aus, daß wir 
sagen, wir setzen P=0. 

Wenn der Funktion R aus T ım Körper P die Null entspricht, so 
sagen wir, R ist durch P teilbar. Es läßt sich ohne Mühe feststellen, in 
welcher Potenz P in R enthalten ist. Es zeigt sich, daß die Primteiler 
zweiter Art, die in einer Funktion R aus T enthalten sind, durch die der 
ersten Art mitbestimmt sind. Dem entspricht, daß ein Primteiler erster 
durch einen zweiter Art teilbar sein kann und daß man definieren kann, 
wie oft ein Primteiler zweiter in einem erster Art enthalten ist. 

Irgendein Produkt von Primteilern heißt Divisor. Zwei Divisoren 
heißen äquivalent, wenn ihr Quotient eine Funktion des Körpers T dar- 
stellt. Man sagt auch, sie gehören derselben Klasse an. 


82. Die Fläche F. 


Wir wählen aus 7 vier linear unabhängige, zueinander äquivalente 
ganze Divisoren erster Art, 
A, 45, As, 4,, 
die keinen gemeinsamen Primteiler erster Art haben sollen, und setzen 
4,=4M A, + % A,+% A;+4, 4,; 
wo die A Konstanten sein sollen. Es sind dann 


4, 4. 4; 4 


®% u © a Ru u Te a 
Funktionen aus 7, zwischen denen eine unzerlegbare algebraische Gleichung 
(2) Fa) = F(a,, 2, 2, 2,)= 0 


besteht, die vom n-ten Grade sei. Deuten wir diex, als homogene Koor- 
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dinaten eines Punktes (x) im Raume, so ist (2) die Gleichung einer alge- 


braischen Fläche F n-ter Ordnung. 
Wir verstehen unter A, gleichzeitig die zugeordnete Funktion von 


4A, für die gerade betrachtete Stelle. Durch Multiplikation mit A} folgt 
aus (2) 

(3) F(4) = F(4,, A;, 4,» 4,) =(), 
eine Gleichung, die identisch in u, ® ist. 


$3. Die Reziprokalfläche F’. 





Aus (3) folgt 
3 4 4 
(4) ZA,F.(4)=0, ZIEF(4)=0, ze R(A)=0, 
am a=]1 u amı Ov 


wo unter F,(A) die partielle Ableitung von F nach A, zu verstehen ist, 
Wir setzen, unter &, unbestimmte Größen verstehend, die Determinante 


| OA. 9A, 
(5) 17 ). PR Ou’ | > PAR 





Den größten gemeinsamen Teiler der hierdurch definierten Divisoren Z, 
bezeichnen wir mit R und setzen 

Z, = BA, 
Aus (4) folgt, daß die F,(A) proportional zu den Z, sind, so daß wir setzen 
können 

(6) F (4) = RDA; = DZ,, 
wo D ein ganzer Divisor ist. 

Es wird R Null längs der Rückkehrkurven von F und D längs der 
mehrfachen Kurven. Abgesehen von in einem Punkt kondensierten Kurven 
ist D durch R? teilbar. Wir setzen | 

(7) D=R:D,. 

Setzen wir, unter A|, A, A,, A, irgendwelche Konstanten verstehend, 

4 = HA +4, +4, + MA 
und 

(8) i=2 = 4-2 u=2 
so sind die x) die Ebenenkoordinaten einer Berührungsebene (z’) von F. 
Es sei F keine abwickelbare Fläche. Dann sind die x) Funktionen von 


zwei unabhängigen Veränderlichen, und es besteht zwischen ihnen eine 
7* 
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homogene unzerlegbare Gleichung 

(9) Fa) = Fin,2,2%,2%)=0 
Es ist die Gleichung von F in Ebenenkoordinaten, oder, wenn wir die x’ 
als Punktkoordinaten deuten, die a der Reziprokalfläche F’ von F. 
Die re (9) sei vom Grade n’ in den x’, sodaß die Klasse von F 
gleich n’ ist. 

Geradeso wie wir von den Gleichungen (1) ausgegangen sind, 
können wir von den Gleichungen (8) ausgehen und kommen dann auf 
demselben Wege zur Gleichung (2). Setzen wir also, entsprechend (5), die 
Determinante 








| ‚oA 94, 
(10) Sa A, ou ’ OvV = 35,Z a» 
so wird 
Z=RA, 


wo R’ der größte gemeinsame Teiler der Z} ist. Ferner erhalten wir 


OF(A) vn ; 
a" R' D'A,= R"D}JA.. 


Es ist R’ der Divisor der parabolischen Kurven und D; der Divisor der- 
jenigen Kurven von F, deren Punkte die Berührungspunkte der mehrfach 
berührenden Tangentialebenen sind. 

Aus (6) und (11) ergeben sich die Äquivalenzen 


n—1 8 n"—1 


(12) RDA®-4 ; ER DA- 4% 


(11) F(4.) = 


$4. Die Kurven auf F. 


Es sei P ein Primteiler von 7, erster oder zweiter Art. Was ent- 
spricht ihm auf F? Wir haben folgende vier Fälle: 

1. Für P=0 werden die Verhältnisse der x, und die der x’ nicht 
konstant. Es entspricht P auf der Fläche eine wirkliche Kurve, und die 
Tangentialebenen von F in ihren Punkten sind i. a. von einander ver- 
schieden. 

2. Für P=0 werden die Verhältnisse x, nicht konstant, wohl 
aber die der «). Es entspricht P auf F wieder eine wirkliche Kurve, 
aber in allen ihren Punkten hat F dieselbe Tangentialebene.e Die Kurve 
ist also eben und ihre Ebene berührt F längs der Kurve. Wir nennen 
diese Kurven ebene Berührungskurven. 
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3. Für P=0 werden die Verhältnisse der x, konstant, während 
die der x/ es nicht werden. Es entspricht P auf F eine in einen Punkt 
kondensierte Kurve, die Tangentialebenen von F in den verschiedenen 
Punkten der Kurve sind aber i. a. verschieden. Diese bilden die Tangen- 
tialebenen eines Kegels, dessen Spitze der Punkt ist, in den die Kurve 
kondensiert ist. Dieser Punkt ist ein isolierter singulärer Punkt von F 
und der Kegel der Berührungskegel von F in dem Punkte. Dieser Fall 
entpricht dem Falle 2 dual. 

4. Für P=0 werden die Verhältnisse der x, und die der z/ kon- 
stant. Es entspricht P auf F eine kondensierte Kurve, die gleichzeitig 
ebene Berührungskurve ist, wenn man in diesem Falle P überhaupt eine 
Kurve will entsprechen lassen. Der Punkt, der P entspricht, kann ein 
gewöhnlicher Punkt von F sein. 

Es entsteht die Frage, ob man jedem Primteiler von 7 eine Kurve 
auf F will entsprechen lassen, vor allem, wenn der Fall 4 eintritt. 

I. Es sei P von der ersten Art. 

Der Fall 4 kann nur für eine endliche Zahl von Primteilern erster 
Art eintreten. Wir wollen P immer eine Kurve auf F entsprechen 
lassen, die mit 9, also dem entsprechenden deutschen Buchstaben, be- 
zeichnet sei. 

II. Es sei P von der zweiten Art. 

Wir bezeichnen den Primteiler P mit ®. Er gehöre zur Stelle $,. 
Da für 8 = 0 die Hilisgrößen u, v beide Null werden, so können für ® = 0 
die Verhältnisse der x, oder die der x/ nur dann nicht konstant werden, 
wenn für uv=v=0 alle Funktionen A, oder alle A/ oder alle A, und A/} 
verschwinden. Stellen, wo dies eintritt, wollen wir ausgezeichnete Stellen 
des Körpers T nennen. Solcher gibt es nur eine endliche Zahl. Wir 
setzen zunächst fest, daß wir nur solchen Primteilern zweiter Art Kurven 
auf F wollen entsprechen lassen, die zu einer der ausgezeichneten Stellen 
gehören. Unter diesen treffen wir eine engere Auswahl in folgender 
Weise. 

Es sei S, eine der ausgezeichneten Stellen. An der Stelle S, werden 
einige oder alle z,, z/ vollkommen unbestimmt, da Zähler und Nenner 
gleichzeitig verschwinden. Man kann aber ganze rationale Funktionen zweier 
neuen Hilfsgrößen 4, 4 finden, die für A= u=0 verschwinden, und die 
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für u, v eingesetzt, die z,, ©/ in gewöhnliche Potenzreihen von A, u ver- 
wandeln. Durch eine endliche Zahl derartiger Entwicklungen erhält man 
die ganze Umgebung von v=v=0. Eine der Darstellungen von u, v durch 
neue Hilfsgrößen A, u sei 

(13) u=ullk,u), v=v(A, u). 

Setzen wir diese Funktionen für u, vin z,, z/ ein, so gehen z,, x) in 
gewöhnliche Potenzreihen von A, «u über. Das ist aber nur dadurch mög- 
lich, daß sich ein Faktor forthebt, der eine für A = u = 0 verschwindende 
gewöhnliche Potenzreihe von 4, u ist. Da aber die A, und ebenso die A/ 
als Funktionen von u, v® keinen gemeinsamen Teiler haben, so müssen 
u(A, u), v(A, u) einen gemeinsamen Teiler haben, der eine für A=u=0 
verschwindende ganze rationale Funktion von 4, u ist. Es sei J(A, «) 
ein solcher Teiler. Wir setzen voraus, daß Jd(A, #) nicht zerlegbar ist. Es 
enthalte Ö die Größe A, und es sei O0/0%+0 fürA=u=0. Das können 
wir ohne Beschränkung annehmen, da wir sonst eine Stelle A,, «, wählen, 


4 


für die d(A,, u) = 0, = (A,, 4) +0 ist, und A und « ersetzen durch A, u 


mit Hilfe der Gleichungen 4=4+4, «= u’+ u. Man kann übrigens 
immer erreichen, daß einfach d = 4 ist. 
Wir können dann aus der Gleichung 
(A, u) =v 
4 als gewöhnliche Potenzreihe von «u und » ausrechnen. Setzen wir dies 
in (13) ein, so erhalten wir Gleichungen der Form 


u= v* |golu) + glu)y + +1, 

v= vr hlu)+hlu)vr ++}; 
wo die g,(1#), h,(#) gewöhnliche Potenzreihen von u sind. Die Zahlen «, 5 
sind positiv, ganz und von Null verschieden. Durch Elimination von v 
folgt aus diesen Gleichungen 

8 BH 
vu +au” +. 

Der erste Koeffizient «a, in dieser Entwicklung, der wirklich von u abhängt, 
sei a. Wir setzen dann 

E +1 A+—1 +1 


vu" trau’ + +a,Uu ° +tu®. 


Es ist durch v=v,, wie oben auseinandergesetzt, ein Primteiler 
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zweiter Art definiert, der mit ®, bezeichnet sei. Allen den Primteilern 
zweiter Art, die so wie ®, gefunden werden, sollen Kurven auf F ent- 
sprechen, selbst, wenn sie gleichzeitig kondensiert und ebene Berührungs- 
kurven sein sollten. Man erhält solcher Primteiler nur eine endliche Zahl. 
Sie seien bezeichnet mit ®,, ®.,...®,. Die ihnen entsprechenden Kurven 
sollen geradeso bezeichnet sein. Wir nennen sie ausgezeichnete Kurven 
von F (in bezug auf T). Sie haben aber i. a. nichts Besonderes an sich. 
Nur sind sie immer vom Geschlechte Null. 


Für 8,= 0 besteht zwischen A, « die Gleichung » = 0 oder 
(A, u) = 0. 


Die Stellen der Kurve 3, werden also charakterisiert durch die Werte 4, «, 
die dieser Gleichung genügen. Wir nennen Öd(}, «) die zugeordnete Funktion 
von ®,. Es hat also auch jede der ausgezeichneten Kurven eine zuge- 
ordnete Funktion für jede Stelle, durch die sie geht. Ist P(u, v) die 
zugeordnete Funktion eines Primteilers erster Art, der durch die aus- 
gezeichnete Stelle S, geht, zu der ®, gehört, so wird auch P(u, v) durch 
ö teilbar, wenn wir für u, v die Reihen (13) einführen. Ist P durch die 
nı-te Potenz von 0 teilbar, so sagen wir, der Primteiler P erster Art ist 
durch 37 teilbar. 


Unter den so bestimmten Primteilern 3, gibt es immer solche, für 
die einerrder drei im Anfang dieses Paragraphen angegebenen Fälle 1) bis 3) 
eintritt, und zwar sind alle diese unter den 3, enthalten. Man könnte 
versucht sein, nur diesen Primteilern zweiter Art Kurven auf F entsprechen 
zu lassen. Aber es kann dann eintreten, daß die Zahl der Schnittpunkte 
zweier Kurven auf F eine gebrochene Zahl wird. Will man das nicht, so 
muß man schon zulassen, daß eine ausgezeichnete Kurve gleichzeitig kon- 
densiert und ebene Berührungskurve sein kann. Und, was wichtiger ist, 
man hat bei der hier gewählten Definition der Kurven %, gleich die 
Stellen dieser Kurven mit ihren Umgebungen mit Hilfe zweier Parameter 
4, u analytisch definiert. 


Als Kurven auf F lassen wir also gelten 


1. die e ausgezeichneten Kurven ®,, ®,, ...®,, die den gleichbe- 
zeichneten Primteilern zweiter Art entsprechen. Wir setzen die Primteiler 
und Kurven gleich. 
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2. die den Primteilern erster Art entsprechenden Kurven. Hier 
können wir die Primteiler nicht einfach gleich den Kurven setzen. Es 
sei P ein Primteiler erster Art und ® die ihm entsprechende Kurve. Es 
gehe P durch eine der ausgezeichneten Stellen, z. B. durch die Stelle, zu 
der 3, gehört. Es wird dann P durch den Primteiler %, zweiter Art 
teilbar. Wir bezeichnen mit sP das Produkt der in P enthaltenen aus- 
gezeichneten Kurven ®,, B,, .:- ®, und setzen 


sodaß P der von den Kurven ®,, ®,,...®, befreite Primteiler P ist. Wir 
nennen die so definierten Kurven von F Primkurven. 


Die Divisoren A, sind durch einige oder alle Primteiler 8, teilbar, 
ebenso die A). Wir bezeichnen den größten gemeinsamen Teiler der A, 
mit sA, den der A/ mit sA’ und setzen 
_ Aa ‚__ As 
Bi” 5; a zu 
Es ist 9%, die Schnittkurve der Ebene z,=0 mit F und %/ die Kurve, 
wo der von der Ecke z,=0 aus an F gelegte Berührungskegel F berührt. 
Wir verstehen i. f. unter % irgendeinen ebenen Schnitt und unter 9’ die 
Berührungskurve irgendeines Berührungskegels. 


Es gilt der Satz, daß jede Funktion des Körpers T, also jede 
homogene rationale Funktion der x, oder z/ sich in eine endliche Zahl 
von Primkurven zerlegen läßt. Das Produkt irgendwelcher Primkurven 
nennen wir Kurve. Zwei Kurven heißen äquivalent oder der gleichen 
Klasse angehörend, wenn ihr Quotient einer Funktion des Körpers ent- 


Y. Y 


spricht. 

Ist S eine der nicht ausgezeichneten Stellen von 7, so entspricht 
ihr und ihrer Umgebung eine Stelle auf F mit Umgebung. Ist aber $ eine 
ausgezeichnete Stelle, so entspricht ihr auf F eine endliche Zahl von Kurven 
®,, es entsprechen ihr also unendlich viele Stellen von F. Diese Stellen 
erhalten wir mit ihrer Umgebung dadurch, daß wir u, v in passender 
Weise als ganze rationale Funktionen zweier neuen Hilfsgrößen A, u dar- 
stellen, wie wir oben gezeigt haben. 
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$5. Die Zahl der Schnittpunkte zweier Kurven auf F. 
Es sei R eine Funktion aus 7. In Primkurven zerlegt sei 
(14) R=9 9% + Pi. 
Es sei ferner $ eine von den Kurven 9, verschiedene Primkurve. Für 
9=0 gehen alle Funktionen aus 7, also auch R, in Funktionen eines 
Körpers einer unabhängigen Veränderlichen über, den wir auch mit 9 bezeich- 
nen und der uns durch die Kurve 9 veranschaulicht wird. Die Funktion, 
die aus R für P= 0 entsteht, sei mit r bezeichnet. Im Körper 9 ist r in 
Primteiler dieses Körpers zerlegbar. Diese entsprechen den Stellen der 
Kurve 9, wo r Null wird oder unendlich, also den Stellen, wo die Kurven 
P, Pa, *--P, die Kurve ® schneiden. Der Divisor, der die Zerlegung 
von r in Primteiler des Körpers ® angibt, sei r. Es wird also zu r jede 
der Primkurven ®, einen ganz bestimmten Beitrag liefern, der den Schnitt- 
punkten von 9, mit 9 entspricht. Es gelingt in der Tat, den Divisor p, 
des Körpers Y, ın den 9, bei $P=0 übergeht, zu bestimmen, und zwar 
so, daß eine Funktion R, die durch (14) gegeben ist, für P= 0 übergeht 
in pi p% ...P%. Es liegt danach nahe, die Zahl der Schnittpunkte zweier 
voneinander verschiedener Primkurven 9, %’ zu definieren als die Ordnung 
des Divisors p’, in den 9’ für $= 0 übergeht, oder besser als die Ordnung 
der Klasse (p’), zu der die Divisoren von 9 gehören, die für P=0 aus 
den Kurven der Klasse (%’) hervorgehen. Diese Definition gilt auch, 
wenn ®’ mit ® identisch ist. Die Zahl der Schnittpunkte von P’ mit 9 
bezeichnen wir mit (9,9). Es ist 
(MP P). 

Ferner ist, wenn D,, 2, äquivalente Kurven sind und sie für P= 0 über- 
gehen in q,,9,, auch q, äquivalent q, und daher 


(Dı,P) = (9; P). 


Sind jetzt & und DO’ irgend zwei Kurven und ist, in Primkurven 

zerlegt, 
=. = MR... 
so setzen wir die Zahl (D, O2’) der Schnittpunkte von Q und D gleich 
(2,2°) = (D,D2) = Fu (Pr, P). 
Es gilt der Satz: Sind D,, 2, zu einander äquivalent und ebenso Q,, 2, 
so ist 
Journal für Mathematik. Rd. 150. Heft 1/2. Sg 
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(> D,) = (D,, 22). 

Diese Definition der Zahl der Schnittpunkte stimmt mit der An- 
schauung überein, soweit aus der Anschauung allein diese Zahl sich ergibt. 
Es wird z. B. (%, 9), d. i. die Zahl der Schnittpunkte irgend zweier ebenen 
Schnitte gleich der Ordnung n von F, (W,%), d. i. die Zahl der zwei 
. Berührungskegeln von F gemeinsamen Ebenen, gleich der Klasse n’ von 
F, und es wird (9, %) = (W,%) gleich der Klasse a eines ebenen Schnittes 
oder gleich der Ordnung a’ =.a eines Berührungskegels. Ist allgemeiner 
P irgend eine Kurve auf F und 9 die F längs P umschriebene abwickel- 
bare Fläche, so ist (9, 9) die Ordnung von ® und (W,%’) die Klasse 
von $. 

Wir nehmen hier in dieser Übersicht im folgenden der einfacheren 
Darstellung wegen an, daß keine ausgezeichneten Stellen und also keine 
ausgezeichneten Kurven vorhanden sind. Es ist also immer ein Primteiler 
erster Art P gleich der ihm entsprechenden Kurve $. 


S6. Die kanonische Klasse. 


1. Es sei 9 eine Primkurve und P(u, v) die zugeordnete Funktion 
des 9 zugeordneten Primteilers für eine Stelle S. Im Körper ® läßt sich 
du! oP/Ou darstellen in der Form 


OP (u,v 
(15) du” 2 ) 
wo dy, ein ganzer Divisor des Körpers ® ist und dw ein symbolisches 
Differential, das nirgends Null oder unendlich wird. Der Divisor d, heißt 
der Divisor der mehrfachen Stellen von 9. Seine Ordnung, die immer 
gerade ist, sei mit 20, bezeichnet. 


2. Die Kurvenklasse, der die Kurve %""?D”" oder die nach (12) in $ 3 
zu ihr äquivalente Kurve RW %° angehört, heißt kanonische Klasse 
von F. Sie sei mit (8) bezeichnet. Es gilt der Satz: 


Die Kurven der Klasse ($%&) gehen für P=0 über in Divisoren 
der Klasse (fd,) des Körpers 9, wenn (f) die kanonische Klasse von ® 
bedeutet. Da die Ordnung der kanonischen Klasse (f) gleich 2n, — 2 
ist, wenn wir mit nz, das Geschlecht von ® bezeichnen, so. folgt 





= dw Hg, 


(16) 27. —2 +20, = (P, PR). 
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Für einen allgemein liegenden ebenen Schnitt 9 ist z.B. d, =1, 
0%= 0, und daher gilt für sein Geschlecht p die Gleichung 
2 — 2 = (WAR) = (N, AMD) = n(n— 3) — (W,D) = n(n—3) — 2b, 
wenn wir die Ordnung der mehrfachen Kurve mit 5b bezeichnen. 


Kapitel II. Differentialinvarianten. 


$1. Differentialformen. 
Geben wir den Größen u, v innerhalb des Konvergenzgebietes der 
vorkommenden Reihen feste Werte, so stellen 


y,= 4,(u,v) + $ Br: (vv)+n Zn (u, v) (a= 1,2,3, 4) 





bei beliebigem &n7 die homogenen Koordinaten eines Punktes in der Be- 
rührungsebene von F an der Stelle (w,v) dar. Wir fassen &n als Punkt- 
koordinaten innerhalb der Berührungsebene auf. Jedem Werte u des Ver- 
hältnisses n:$ entspricht eine Tangente von F an der Stelle (w,v), nämlich 
die mit der Gleichung n = #$; wir nennen sie die Tangente ($n). 

Bei festgehaltenem «u, v sind 





[4 [4 ! 94AL OA} 
Y. = A.(u,v) +$ Du (u, v) r 7 Du (u, v) (a=1,2,3,4 


die Ebenenkoordinaten einer durch die Stelle (u, v) von F gehenden Ebene. 
Der Schnitt dieser Ebene mit der Berührungsebene von F in (u,v) ist 
eine Tangente von F, die wir kurz mit (#’n') bezeichnen. 

Die Differentialformen, die genauer betrachtet werden, sind 
folgende: 

1. Die Form 


Q,ö,n)=L#®+2M5n + N). 


Es ist Q,(&,n7) = 0 die Bedingung dafür, daß ($n) Inflexionstangente ist. 
2. Die Formen 


Ql&n)=XE+Yn, Adn)=XE+ Y'n. 


Es ist Q,(&,n) = 0 die Bedingung dafür, daß die Tangente (#7) durch eine 
gegebene Gerade g geht, und Qi(&,7)=0 gibt dieselbe Bedingung für 
die Tangente (&’n7’). Sind (?,) die Plückerschen Linienkoordinaten von g, 
so ist 


8* 
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O4, A O4: O4: 


e N Y = 29, 1A. 


X= Zpu 1A, 4 


84 _ „,2dı) 
OvV dv)’ 


3. Die Form 


QlEn)Z=AP+3BEn + 30En?+ Di’. 
Es ist Q,(&,n7)= 0 in Verbindung mit Q,(&,n)=0 die Bedingung dafür, 
daß die Tangente ($n) mit F im Berührungspunkte mindestens vier zu- 
sammenfallende Punkte gemeinsam hat. 

4. Die Tangenten von Ülebsch und die Form Q,($,n). 

Die dritte Polarfläche von F inbezug auf die Stelle (w,v) ist eine 
Fläche dritter Ordnung, die F in (w,v) berührt. Sie wird daher von der 
Tangentialebene von F in (w,v) in einer Kurve % dritter Ordnung ge- 
schnitten, die in (w,v) einen Doppelpunkt hat. Es hat also % drei (in einer 
Geraden liegende) Wendepunkte. Die drei Tangenten von F an der Stelle 
(u, v), die durch die Wendepunkte gehen, sollen die Clebschschen Tangenten 
von F an der Stelle (w,v) heißen. Die Gleichung Q,($,n7) = 0, die in &,n 
homogen vom dritten Grade ist, liefert die drei Olebschschen Tangenten. 
Es ist 


, = ‚OR oR ‚OR 
Qu&m)=4RR Q&m) -S|(RSE RE) 5+ (RE — RE) )Quen). 
Die Formen @,, Q;, 9, a dual sich selbst. 


$2. Der Äquivalenzsatz für die Invarianten der Formen Q.. 


Die im vorigen Paragraphen definierten Formen Q, lassen sich für 
jede Stelle von F bilden, wenn sie auch an singulären Stellen ihre ein- 
fache geometrische Bedeutung verlieren. Die Invarianten sind für jede 
Stelle gleichgebildet. Bilden wir eine für. zwei Stellen von F, so muß 
die eine aus der andern durch analytische Fortsetzung hervorgehen. Es 
hat daher jede Invariante eine Bedeutung für die ganze Fläche. Das 
findet seinen Ausdruck in folgendem Satze, der seinem Inhalte nach nicht 
neu ist, wenn ich ihn auch in dieser Form nirgends ausgesprochen ge- 
funden habe. 

Es sei $ die Kurve von F, längs der eine Differentialinvariante 
Null wird. Dann lassen sich immer solche Potenzen von der mehrfachen 
Kurve’ ® und der Rückkehrkurve X angeben, daß sie zusammen mit % 
den vollen Schnitt einer Fläche von angebbarer Ordnung mit F bilden. 
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Zu diesem Satze gibt es noch einen dual entsprechenden. Da 
eine Fläche m-ter Ordnung F in einer Kurve schneidet, die äquivalent zu 
A” ist, so ergeben sich aus diesem Satze die in $4 angegebenen Äqui- 
valenzen. 


$&3. Die Invarianten. 


1. Die Resultante von Q,(&,n) und Q/(&,n), nämlich 
I=XY-—YX. 
Sie wird Null an den Stellen von F, deren eine Inflexionstangente durch 
die gegebene Gerade g geht. 
2. Die Diskriminante von Q,. Für sie gilt die Gleichung 
LN—-M’=RR. 
3. Die Resultante von Q, und @, und die von Q; und Q,. Diese 
liefern nichts Neues. Es ist nämlich 
LY’—2MYX+NX=RI LY”—-2MY X +NX”=Rl. 


4. Die Resultante von Q, und Q, bezeichnen wir mit S. Sie 
wird Null an den Stellen, wo F eine mindestens vierpunktige Tangente 


hat. 
5. Die Resultante von Q, und Q, ist 
4RR'S. 
6. Die Diskriminante von ®@, ist 
4RR'S°. 


7. Die Resultanten von Q, und Q, und von Q; und Q, sind 
U= Qu B, —A), U'= Qur,— X). 
Es wird U=0 für die Stellen von F, deren eine Ülebschsche Tangente 
durch die gegebene Gerade g geht. U’ ist dual entsprechend zu U. 


$4. Die Äquivalenzen. 


Der Äquivalenzsatz ergibt die folgenden Äquivalenzen. Wir fügen 
die in I gefundenen hinzu. Sie sind gleich für die Kurven statt für die 
Divisoren geschrieben, also in deutschen Buchstaben. 
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. ED VNT, VD. oe, 
IL Kt De ur, Ir. Kun De we, 
Im RI er, IV. 8° 00° yo ya 
Iv. ats men, Iv. weit 
V, x? Ds u eo hg V’, 19 D,° vo Yung 
VI. Ko oe, vr. won oe, 


Von diesen Äquivalenzen sind 7 unabhängig, z. B. I, I’, II, III, IV, V, V’. 


$5. Einige Gleichungen. 
1. Für die Hessesche Determinante von F gilt die Zerlegung 


O?F(A P 
En - (n— 1)? DiRU PR. 


2. Es ist U durch R und U’ durch R’ teilbar. Wir setzen 
U=RU, U’=RU.. 
Es bestehen die Identitäten 
R’(Xdu + Ydv)? — R(X’du + Y’dv)’ = IQ,(du, do), 
RU—-RU:=ST. 


Kapitel III. Kurven auf F, im besonderen ebene Schnitte. 


$1. Raumkurven*). 


Es seien @,, @,, 0,, a, ganze linear unabhängige Divisoren derselben 
Klasse eines algebraischen Körpers einer unabhängigen Veränderlichen. Wir 
setzen, unter den A, Konstanten verstehend, 


v=hmt Aigle + An + Am, 
und 


wu ee rein 
Bei; =, =, $, % 
Deuten wir die 5, als homogene Punktkoordinaten im Raume, so 
stellen diese Gleichungen eine algebraische Raumkurve k dar, Es sei ? 


eine Stelle der Raumkurve und p der zu ihr gehörige Primteiler. Schneidet 
eine beliebige durch P gehende Ebene %k in « in P zusammenfallenden 


y Vergl. in diesem und dem folgenden Paragraphen ZHensel-Landsberg und 
Hensel a. a. . 
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Punkten, so wird p in den Divisor ;, der Rückkehrpunkte in der Potenz 
@— 1 aufgenommen. Schneidet eine Ebene, die k in P in mehr als « 
zusammenfallenden Punkten trifft, k mindestens in «+ ß in,P zusammen- 
fallenden Punkten, so wird p in den Divisor ;, der stationären Tangenten 
in der Potenz #?— 1 aufgenommen. Schneidet schließlich die Ebene, die 
k in P in mehr als «+ 9 Punkten trifft, k in P ina+ + y zusammen- 
fallenden Punkten, so wird p in den Divisor ;, der stationären Schmiegungs- 
ebenen in der Potenz y— 1 aufgenommen. Die Ordnung von ;, sei w,. 

Es bestehen folgende Zerlegungen, in denen dw ein symbolische; 
Differential bedeutet, das nirgends Null oder unendlich wird. 





(ı) Es dd, = 5 do, 
u , 

(2) n5 = | 6, dE; d’E, = . a; dw?, (0,#,7,9=1,2,3, 4) 
| S, ds, d’S, | 

(3) n=1E.,d6., BE, Er 


Die 6 Divisoren a,, sind ganz und zueinander teilerfremd, ebenso 
die vier Divisoren a,. Die Ordnung der a, sei n,, die der a,, sei n, und 
die der a) sei n.. Es ist n, die Ordnung, n, der Rang und n, die Klasse 
von k. Setzt man in den letzten drei Gleichungen die Ordnungen links 
und rechts gleich und beachtet, daß die Ordnung eines Differentials A-ter 
Ordnung gleich A(2p — 2) ist, so erhält man die Plückerschen Gleichungen. 


82. Ebene Kurven. 


Es seien a,, a,, a, drei linear unabhängige ganze Divisoren derselben 
Klasse eines algebraischen Körpers einer Veränderlichen. Es seien A,, A,, A, 
Konstanten. Wir setzen 


= ht + Ag + Aycz, 


Sind die &, homogene Punktkoordinaten einer Ebene, so definieren diese 
Gleichungen eine algebraische ebene Kurve. Es seien ;, und ;, die Divi- 
soren der st&tionären Punkte und Tangenten. Ihre Ordnungen seien w,, w,. 
Es bestehen folgende Gleichungen 
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(4) Ed, — Ed, = > a’.dw, 


(5) n=15.d2,,08,| = EB dur. 


Die Divisoren a’, sind ganz und ohne gemeinsamen Teiler. Die Ordnungen 
von 4,, 4, seien N,, Ns. Es ist n, die Ordnung und n, die Klasse von k. 


$3. Kurven auf F. 


Die Formeln des $1 sind auf eine Form zu bringen, die ihre An- 
wendung auf Kurven auf F bequem gestattet. Wir bezeichnen mit y, die 
Koordinaten eines Punktes (y) ım Raume, mit x, die eines Punktes (r) 
auf F und mit $, die eines Punktes (£) einer auf F liegenden Kurve. 

Es sei 9 eine auf F liegende algebraische Primkurve, P(u,v)= P 
sei ihre zugeordnete Funktion für die gerade betrachtete Stelle S. Ferner 
sei @(y) =0 die Gleichung einer Fläche g-ter Ordnung, die durch $ hin- 
durchgeht. Es sei @(y) unzerlegbar und von F(y) verschieden. Es wird 
G(z) längs P Null, so daß G(z) durch P teilbar ist. Es sei 


(6) G(z) = P*u,v) Qlu,v) = P*Q, 
wo @ nicht mehr durch P teilbar sein soll. Bei passender Wahl von 
A, des Nenners der x, ist @ eine gewöhnliche Potenzreihe von w,v. Wir 


setzen 


94) 
Or -6 «(® ) 


Aus den Gleichungen (1), (2), (3) des $ 1 ergeben sich folgende 
Gleichungen 


(1) 5 = Kim (ge aaa" 57 A 9a) 4,w]), 
ov 

I) m. = lim Gega  5p [A ER A — 6.la) Quldu,do)]}, 
dv 


(II) n im ade [% dQ.(du,do) — 3 Qudu, do)) ZOu2)d4, 


dv 


P=0 


— Q,(du, dv) 36,08 A,|) 
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Um eine Vorstellung von der Verwendung der Formeln zu geben, 
die den Inhalt des dritten Kapitels meines Buches ausmacht, gebe ich 
ein paar Beispiele. e 


$4. Die Rückkehrkurve. 

Es sei ® keine kondensierte Kurve, sodaß die Größen £,, nicht 
alle Null sein können. Ferner sei G@(z) eine durch ® gehende Fläche, die 
F nicht längs ® überall berührt, sodaß für P=0 nicht alle Ausdrücke 

A.@;(a) — A;G,.(2) 
gleich Null werden. Es sei schließlich $ in ®=E in der Potenz eo ent- 


halten, es sei, wie wir sagen wollen, die Rückkehrordnung von ® gleich eo. 
Dann folgt aus (I) und (6), daß 


a=p+l, 
oder in Worten: 
Ist 9 eine nicht kondensierte Kurve von der Rückkehrordnung p, so 
hat eine beliebige, durch ® gehende Fläche (o + 1) mal die Kurve $ mit F 
gemeinsam. 


S5. Der Divisor der Rückkehrpunkte eines ebenen Schnittes. 


Die Ebene des zu betrachtenden ebenen Schnittes sei y,= 0, der 
ebene Schnitt also A,=%,.. Wir beschränken uns auf den Fall, wo 9, 
außer einer nicht kondensierten Primkurve $ nur noch kondensierte Kurven 
enthält; wir setzen 

U=3P, 
wo in ® die kondensierten Kurven vereinigt sein sollen. Es ist ® eine 
Kurve n-ter Ordnung, der eigentliche ebene Schnitt der Ebene y, = 0 mit F. 
Wir nennen %, =%3P zum Unterschiede den vollen ebenen Schnitt. 

Wie wir in Kap. I gesehen haben, geht jede Kurve von F für 9=0 
über in einen Divisor des Körpers 9. Wir bezeichnen diesen Divisor mit 
dem entsprechenden kleinen deutschen Buchstaben. So geht zum Beispiel 
Y,(@= 0,1,2,3) in a, über, und es ist, wie in $ 2, 


Na 
= , = B 2 3 . 


Eine Ausnahme in der Bezeichnung machen wir bei den Kurven %’. Die 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 9 
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Divisoren, die für P=0 aus W, W, W hervorgehen, können einen ge- 
meinsamen Teiler haben. Ihren größten gemeinsamen Teiler bezeichnen 
wir mit b, und setzen 


Ya in = dual), (a= 1,2, 3). 
Da 

/ ’ ’ [4 

rent t+Ey=0 

die Gleichung der Berührungsebene von F ist, und da die und nur die 
Stellen von ® einen Beitrag zu 5, liefern, wo gleichzeitig %, %, % zu 
Null werden, so folgt, daß zu b, einen Beiträg liefern die und nur die 
Stellen von P, wo die Ebene von $,d. i. y,=0, Tangentialebene von F ist. 
Wir nennen daher b, den Berührungsdivisor von ®. 


Nach (4) $2 ist 
a, 
(7) Ed, 


wenn j, der Divisor der Rückkehrpunkte von $ ist. Wir wählen in (I) 
=, = UN" = BEP". 


Da nach $6, Kap. I 
du __ des 
op dp’ 
I = 0 


wo d» der Divisor der mehriachen Stellen von ® ist, 9 betrachtet als 
Kurve auf F, so folgt aus (I), wenn wir bedenken, daß wir die großen 
lateinischen Buchstaben bei den in diesem Auszuge gemachten vereinfachen- 
den Annahmen durch die deutschen ersetzen dürfen, 








m PRM au _ Eds 
En 3P| = vdyna5 ” 


Ov 
und durch Vergleich mit (7) 
4,0, tbyar? 
CET 
Da sowohl die a) wie auch die a(® ganz und ohne gemeinsamen Teiler 
sind, so folgt weiter «= «a und 
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Diese Formel gibt vollkommen darüber Aufschluß, wie und aus welchen 
Punkten die Rückkehrpunkte eines ebenen Schnittes entstehen. Sie zeigt 
deutlich, welche einfache und übersichtliche Darstellung die von Herrn 
Hensel eingeführten Primteiler gestatten. Geht im besonderen P durch 
keinen isolierten Punkt von F, so ist ®=1 und damit auch # = 1; berührt 
ferner die Ebene y,=0 die Fläche F nirgends, so ist 6,=1; schließ- 
lich gehe y,=0 durch keinen besonderen Punkt der Rückkehrkurve, so 
daß auch d„=1. Es ist dann 


1 =t= (Re 


eine Gleichung, die also für eine ganz allgemein liegende Ebene gilt und 
die geometrisch die Gestalt von F in der Nähe eines regulären Punktes 
der Rückkehrkurve veranschaulicht. 


Kap. IV. Über die Salmonsche Kurve einer Fläche. 


Nachdem ich, wie ich hoffe, im vorigen einen ungefähren Begriff 
von der Art der angewandten Methoden gegeben habe, beschränke ich 
mich im folgenden im wesentlichen darauf, eine kurze Übersicht zu geben. 


& 1. Inflexionskurven. 


Es sei 9 eine algebraische Primkurve auf F. Sie sei in der Rück- 
kehrkurve X in der e-ten und in der parabolischen Kurve X’ in der o’-ten 
Potenz enthalten. Zur weiteren Charakterisierung von $ kann man das 
Verhalten der Inflexionskurven von F in der Umgebung einer regulären 
Stelle von $ untersuchen. Es kann eintreten, daß die Koeffizienten Z, M, N 
der Differentialgleichung Q,(du, dv) = 0 der Inflexionskurven die Kurve 9 
enthalten. Wir bezeichnen die Kurve, die den größten gemeinsamen Fak- 
tor dieser Koeffizienten darstellt, mit &,.. Es sei 9 in dieser Kurve in 
der o,-ten Potenz enthalten. 


Wenn go + oe’ gerade, so gehen durch eine reguläre Stelle S, von 9 
zwei Inflexionskurven %,, %, wenn o-+ o’ ungerade, so geht durch $, nur 
eine Inflexionskurve %. Die Ordnungen des Stationärseins von Punkt, 
Tangente und Schmiegungsebene von %,; 3 in S, seien bezeichnet mit 


y 
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0%, Bw Yi5 % ß,y: Diese Zahlen lassen sich in vielen Fällen durch die 
Zahlen eo, 0’, o, in einfacher Weise ausdrücken. Es ist 


1 ‚ ‚ 
BRETT EATEETR 
e+i 
2 
@e=20e—20o, +1, P=e0+0—20, +1, Y=-o+0E—2ı, +1. 


und z. B. im Falle: g+ eo’ ungerade, 0 >e>o, 


S2. Die Salmonsche Kurve. 


Eine Inflexionstangente hat i. a. eine dreipunktige Berührung mit F. 
Es gibt aber unendlich viele Inflexionstangenten auf F, die eine vier- 
(oder mehr-)punktige Berührung mit F haben. Die Berührungspunkte 
dieser Tangenten bilden die Kurve &, längs der die Invariante $ Null 
wird. Sie enthält die eben erwähnte Kurve &, immer in der dritten Potenz. 
Wir setzen &=€?€, und nennen &, die Salmonsche Kurve von F, weil 
Salmon zuerst auf diese Kurve hingewiesen hat*). Die Kurven &,, &,, & 
sind zu sich selbst dual. 

Es sei 9 in &, in der Potenz o, enthalten. Es fragt sich, wie 
man diese Zahl anderweitig deuten kann; wie man z. B. die Zahl o, die 
angibt, wie oft 9 in der Rückkehrkurve X enthalten ist, dadurch veran- 
schaulichen kann, daß jede durch 9 gehende Fiäche die Kurve 9 min- 
destens (o-+ 1)-mal mit F gemeinsam hat. Solche einfache Deutung gibt 
es hier nicht. Es besteht aber der Satz, daß 


= +Artfı tat Ps +tY, wenn o+ o’ gerade; 
%=a+ß+y—3, wenn 0-+ go’ ungerade. 


&3. Flächen aus Inflexionstangenten. 


Es seien ?,, t, die in einem Punkte von % berührenden Inflexions- 
tangenten von F oder es sei t, die Inflexionstangente, wenn sie zusammen- 
fallen. Die Zahl der zusammenfallenden Schnittpunkte, die i, im Berüh- 
rungspunkte mit F hat, sei r,, wobei angenommen ist, daß der Berührungs- 
punkt ein regulärer Punkt von 9 ist. Die Tangenten , bilden eine durch 
% gehende geradlinige Fläche 4,. Die Kurve % zähle unter dem Schnitt 


*) Salmon, Cambridge and Dublin Math. Journ. Bd. 4 (1849), S. 260. Vergl. 
auch Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. Raumes, Bd. 2, dritte Auflage, S. 623. 
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von F mit H, h,-mal. Es ist dann h,=r,. Man könnte vermuten, daß 
die Zahlen A und r in einer einfachen Beziehung zu 0, stehen. Das ist 
aber nur der Fall, wenn o=eg’=0. Dann ist 


,=h+th- 6. 
Im Falle ge >e’ ist z. B. 
,=2e +2 wenn 0, =(, 
=30+3, wenn 0, >. 
Die vorstehenden Betrachtungen gelten nur, wenn %9 weder eine 
Gerade, noch eine ebene Berührungskurve, noch kondensiert ist. Die 


letzten Angaben haben zur Voraussetzung, daß 9 eine wirkliche Raum- 
kurve ist. 


Kap. V. Über die Inflexionstangentenkurven. 


S1. Isolierte Wendestellen und Wendekurven. Geometrische Definition. 


Es sei $, eine Stelle von F, und E sei die Berührungsebene von F 
in S.. Jede durch S, gehende in E liegende Gerade soll Tangente von 
F ın $, heißen. Eine allgemein liegende Tangente von F in S, habe ın 
S, mit F A zusammenfallende Punkte gemeinsam. Im allgemeinen ist 
4=2. Wenn 42, so nennen wir die Stelle S,, wenn sie isoliert liegt, 
eine isolierte Wendestelle von #f. Es ist S, in einfachen Fällen ein so- 
genannter Flachpunkt.° Bilden die Stellen S, wo A>2, eine Kurve, so 
nennen wir diese eine Wendekurve und A— 2 ihre Wendeordnung. Wır 
bilden dann eine zusammengesetzte Kurve, die wir Wendekurve von F 
nennen, indem wir jede Wendekurve so oft in sie aufnehmen, wie ihre 
Wendeordnung angibt. 


Alle diese Kurven sind gleichzeitig Rückkehrkurven und parabolische 
Kurven. Es gilt aber nicht das Umgekehrte. Die Wendeordnung p einer 
Kurve 9 hat dann noch folgende Bedeutung: Ein beliebiger ebener Schnitt 
durch eine reguläre Stelle S, von 9 hat in S, eine Wendetangente der 
Wendeordnung y. Da die Wendekurve sich dual selbst entspricht, so gilt 
auch dual zu dem vorigen: Ein beliebiger Berührungskegel von F, der F 
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in einer regulären Stelle S, von 9 berührt, hat eine durch $, gehende 
stationäre Kante, und die Ordnung ihres Stationärseins ist . Dies alles 
gilt nur für solche Kurven 9, die weder kondensiert noch ebene Berüh- 
rungskurven noch Geraden sind. Ob und wie oft diese besonderen Kurven 
in die Wendekurve ® von F aufzunehmen sind, ergibt sich aus der analy- 
tischen Definition von ®. 


S?2. Die Wendekurve von F' und die isolierten Wendestellen. Analytische 
Definition. 


Es sei g eine Gerade; sie sei gegeben durch ihre Plückerschen 
Linienkoordinaten ?2,. Die Berührungspunkte derjenigen Inflexionstangen- 
ten von F, die durch g gehen, bilden eine Kurve %, die wir eine Inflexions- 
tangentenkurve von F oder kürzer eine I-Kurve nennen wollen. Solcher 
Kurven gibt es unendlich viele, da sie von der Wahl von g abhängen. 
Sie lassen sich linear durch eine endliche Zahl von ihnen zusammensetzen, 
mit Koeffizienten, die quadratische Funktionen der Koordinaten p, von g 
sind. Wir haben also eine Gleichung der Form 

I=J(pu); 
und zwar ist J(p,) im wesentlichen die oben mit I bezeichnete Invariante. 
Es kann eintreten, daß % einen von den 9, unabhängigen Faktor hat, 
Diesen bezeichnen wir mit ® und nennen ihn die Wendekurve von F. 
Pas ist die analytische Definition von ®. Wir setzen 3J=-®j%,. Die 
Kurven %, können gemeinsame von den p, unabhängige Schnittpunkte 
haben. Diese Stellen nennen wir isolierte Wendestellen von F. 

Ist S eine auf ® liegende Stelle von F oder eine der isolierten 
Wendestellen, so wollen wir jede Tangente von F an der Stelle $ eine 
uneigentliche Inflexionstangente nennen. 

Die Funktion J(p,) ist, wie schon erwähnt, im wesentlichen die in 
Kap. II eingeführte Differentialinvariante . Wie aus $5, Kap. II folgt, 
zerfällt sie in zwei in den 9, lineare Faktoren. Diese Gleichung erweist 
sich als überaus fruchtbar. Von den Ergebnissen, die sie liefert, seien 
einige angegeben. 


&3. Der Divisor der Wendetangenten eines ebenen Schnittes. 


Wir verwenden die Bezeichnungen des $ 5, Kap. III und machen über 
den ebenen Schnitt Y=®$P dieselben Voraussetzungen wie dort. Wir 
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wählen die Gerade g mit den Koordinaten p, in der Ebene von %. Es 
sei X” ein von 9 verschiedener ebener Schnitt von F, der durch g geht. 
Es seien i, a® die Divisoren des Körpers $, in. die %, 4» für P= 0 über- 
gehen. Dann ist der Divisor $, der Wendetangenten von ® gleich 
i 
(1) ie = RIErT IE 

Der Divisor a’ hängt von der Lage der Geraden g, also von deren Koor- 
dinaten 9, ab. Da ;, seiner Bedeutung nach davon unabhängig ist, so 
ist i durch am? teilbar. Das ist geometrisch einleuchtend. Denn zu a” 
liefern die Schnittpunkte der beiden ebenen Schnitte Y%, 4” einen Beitrag, 
also die Schnittpunkte von g mit F. Durch diese Punkte geht aber % 





zweimal, da die beiden Inflexionstangenten von F in diesen Punkten natür- 
lich beide g schneiden. 


Wegen der Bedeutung von % folgt aus (1), daß die Wendetangenten 
eines ebenen Schnittes immer eigentliche oder uneigentliche Inflexionstan- 
genten von F sind. Wegen des Nenners 55,05, gilt aber nicht das Um- 
gekehrte. Hat die Ebene von % eine allgemeine Lage, sodaß Y=®P und 
bp =0=d, = 1, 8o ist einfacher 


i 
be = me 


Es sind dann auch alle in der Ebene von % liegenden Inflexionstangenten 
von F Wendetangenten von YW= 9%. Für die Ordnung &k’ von ;, ergibt 
sich aus (1) 


(2) k’ = (4,3) — 2(A,AP)= (4,3) — 2n. 
Dual entsprechend hierzu findet man als die Ordnung k des Divisors 


der Rückkehrkanten eines allgemeinen Berührungskegels 
(3) k=(W,3)— 2n. 


84. Anzahlbestimmungen. 


Ein großer Teil des Kapitels V meines Buches beschäftigt sich 
mit Anzahlbestimmungen. Ich gebe hier nur einige Beispiele. 


a) Zahl der Inflexionstangenten von F in einer Ebene E, die keine 
besondere Lage hat. 
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Zählen wir jede der in E liegenden Inflexionstangenten so oft, wie 
der ihrem Berührungspunkt entsprechende Primteiler in 3, enthalten ist, so 
ist nach dem vorigen Paragraphen die gesuchte Zahl 


(4) == (9,9%) — 2n. 
Unter Benutzung der Äquivalenzen in $ 4, Kap. II kann man für i, mannig- 


fache andere Darstellungen finden, z. B. folgende. Dividiert man die Äqui- 
valenz III’ durch das Quadrat von T’, so folgt 


RD MN" 

und daraus 

(5) (4, R?DOI) = (U, WAT). 
Wir setzen (im wesentlichen wie Salmon) 

FRE, WO) = (UR)=0c, (U,D)=M 

und erhalten aus (4) in Verbindung mit (5) 

(6) (n" —2)a="+0+20. 

b) Zahl der Inflexionstangenten von F durch einen nicht besonders 
liegenden Punkt. 


Man findet für diese Zahl dual entsprechend zur vorigen 


(7) i,=k=(W,9) —2n. 
Hieraus folgt die (6) dual entsprechende Gleichung 
(8) (n—2)a=k+@+t2o. 


Die Gleichungen (6) und (8) gehören zu den sogenannten Salmonschen 
Gleichungen. Es ist (9) die erste der Gleichungen A auf $. 650 in Salmon- 


Fiedler, Anal. Geom. des Raumes Bd. II (3. Aufl). Was hier mit go, be- 
zeichnet ist, heißt bei Salmon o. 


c) Zahl der Inflexionstangenten durch zwei Gerade. 
Auf ähnlichem Wege findet man für diese Zahl 
(9) ?, u. (A y, 3) —2 (n + n‘), 


sodaß, wie es nach einem Satze von Halphen über Strahlenkongruenzen 
sein muß, 


(10) eiti, 


Heinrich W. E. Jung, Über algebraische Flächen. 73 


Kap. VI. Die Zeuthen-Segresche Invariante. 


$1. Die Zeuthen-Segresche Invariante in einfachen Fällen. 


Es seien 6, &, zwei zueinander äquivalente Primkurven. Ist $ 
ein Parameter, so ist 

(1) 6=6,—56, 
für jedes & eine zu G, und &, äquivalente Kurve, so daß uns durch (l) ein 
Kurvenbüschel auf F gegeben ist. Es sei mit (G) bezeichnet. Die Schnitt- 
punkte von &, und ®, sind feste Punkte des Büschels. Ihre Zahl sei N. 
In jedem dieser Punkte mögen zwei allgemeine Kurven des Büschels einen 
Schnittpunkt haben. Es sei ferner d die Zahl derjenigen Kurven des 
Büschels, die einen Doppelpunkt haben. Und schließlich sei zn das Ge- 
schlecht einer allgemeinen Kurve des Büschels. Dann ist die Zahl 

I=d6—4n—N 

von der Wahl des Büschels unabhängig. Sie heißt die Zeuthen-Segresche 
Invariante. 


S?2. Die Zeuthen-Segresche Invariante bei beliebigen Singularitäten. 


Sobald Besonderheiten vorkommen, verliert die Zeuthen-Segresche 
Invariante ihren Sinn, da die in ihr vorkommenden Größen bis auf n nicht 
mehr definiert sind. Wir betrachten die einzelnen Besonderheiten, die 
eintreten können. 

a) Die Kurven des Büschels können in den festen Punkten mehr- 
fache Punkte haben mit beweglichen oder festen Tangenten. Es sei v, 
die Zahl der Zweige einer allgemeinen Kurve des Büschels, die durch die 
festen Punkte gehen, und es sei f die Zahl der festen Punkte. Dann ist 
zu setzen 

N =2,—f. 

b) Es kann eintreten, daß eine Kurve des Büschels nicht nur 
einen Doppelpunkt hat, sondern irgend einen beliebigen mehrfachen 
Punkt. Welchen Beitrag liefert dann die Kurve zu d? Oder eine 
Kurve des Büschels hat eine Primkurve mehrfach. Welchen Einfluß 


hat das auf Ö? 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 10 
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Es seien 
Bis Bar --- Du 
die Primkurven, die in einer der Kurven des Büschels (&) mehrfach ent- 
halten sind. Jede kann natürlich nur in einer enthalten sein, die wir 
dadurch bekommen, daß wir 5 so wählen, daß &, —£6, in einem Punkte 


der betreffenden Kurve ®, Null wird. Es sei ®, in der Kurve ®, in der 
es enthalten ist, in der Potenz 9, enthalten. Wir setzen 


Be en, 


—1 1 m 
Br... 


BU. =9%. 


1 2 


Es sei &, eine allgemeine Kurve des Büschels und es sei & eine 
Kurve der kanonischen Klasse. Wir setzen 


v= (B*, KG) — (B*, Wr). 
Es sei & irgend eine Kurve des Büschels. Es sei ®% der Teil der 


Kurve ®*, der die in & etwa enthaltenen Kurven ®, in sich vereinigt. 
Wir setzen 


G = V+G’ 
® » 
so daß die Kurve ® jede Primkurve, die in ihr vorkommt, nur in der 


ersten Potenz enthält. Es sei S eine Stelle, durch die &’ geht, und @’ sei 
die zugeordnete Funktion von ©. 


Es sei erstens S nicht eine der festen Stellen. Wir bezeichnen die 
Zahl der Schnittpunkte, die die Kurven 
_ el 
OU ’ & 
im Punkte v=v= 0 haben, mit 


0 


4(6). 


Es sei zweitens S eine der festen Stellen des Büschels. Es sei ©, 
eine allgemeine Kurve des Büschels und @, ihre zugeordnete Funktion. 
Es sei z die Zahl der Schnittpunkte der Kurven 

0@' 0@' 
rc 


und z, die der Kurven 
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m = 0 Ze 0 
an der Stelle v=v= 0. Wir setzen in diesem Falle 
I(G) = 2 — 2. 
Wir setzen 
2346) = 0'(6), 


wo die Summe über alle Stellen S von & zu erstrecken ist. Offenbar ist 


nd und ni gleichzeitig Null 
werden, ist dg(®) von Null verschieden, wenn S keine der festen Stellen 


ist. Wir setzen ferner 





fast immer d,(&)= 0. Nur für Stellen, wo 


20(6)= 0", 
& 


wo die Summe über alle Kurven des Büschels & zu erstrecken ist. 
Es ist jetzt das d in der Zeuthen-Segreschen Invariante zu defi- 
nieren durch 
öo=l!"+v. 


Zum ersten Male ist eine für jede algebraische Fläche und jedes 
Kurvenbüschel geltende Definition der Zeuthen-Segreschen Invariante ge- 
geben in meiner Arbeit über diese Invariante in den Rend. del Circ. Mat. 
di Pal. Bd. 34. Dort habe ich d‘ formal anders definiert. Es war mir 
damals entgangen, daß ein mehrfacher Punkt einer Kurve des Büschels so 
oft zählt, wie die Zahl der Schnittpunkte von 

Be 
ou ie 


im Punkte u= v= 0 beträgt. 


0 


$3. Das numerische Geschlecht. 


Beim Betrachten birationaler Transformationen zeigt sich, daß 
I+(8,$8) invariant ist, wo I die Zeuthen-Segresche Invariante und £ eine 
Kurve der kanonischen Klasse ist. Es besteht die Beziehung 


129, +8=1+ (8,8), 


wo ?, das numerische Geschlecht von F ist. Man kann diese Gleichung 
als Definition von p, nehmen. Es liegt nahe, sie zur Berechnung von p, 
10* 
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zu verwenden. Man erhält so Formeln für 7, die für Flächen mit be- 
liebigen Singularitäten gelten. 


Kap. VIL. Salmonsche Gleichungen. 


Aus den Äquivalenzen in $ 4, Kap. II können wir in folgender Art 
Gleichungen herleiten. Wenn 


(1) Pi Ph 
so ist für jede Kurve 9 
(2) (PP) = PP). 


Um einen kurzen Ausdruck für die Bildung dieser Gleichung (2) zu haben, 
sagen wir, wir setzen die Äquivalenz (1) mit P zusammen. In den Äqui- 
valenzen in $ 4, Kap. II kommen die 10 Kurven 


(3) YA, Do DH RR, J,S5,U,W 
vor. Dadurch, daß wir sie mit diesen Kurven und untereinander zusam- 
mensetzen, erhalten wir Gleichungen zwischen den 5 10 (10+1) = 55 Schnitt- 
punktszahlen 

(4) (9), (4%), (8) + (WW) 


Diese Gleichungen sagen aus: Von den 55 Schnittpunktszahlen (4) sind 6 
unabhängig, z. B. 

(U, 2), (U Do) (ER), (Do Do), (Do R), (RR). 
Die andern lassen sich durch diese ausdrücken. Man erhält so 49 Salmon- 


sche Gleichungen. 
Über diese sei folgendes bemerkt. 
1) Die Kurven (3) zerfallen in zwei Klassen, in solche, die von 


Parametern abhängen, nämlich 


Y,w, 3,0, u’ 
und in andere, nämlich 


DR, DR, ©. 


2) Die 55 Schnittpunktszahlen (4) zerfallen daher in drei Klassen, 
nämlich Zahl der Schnittpunkte zweier Kurven der ersten Art oder zweier 
der zweiten oder einer der ersten und einer der zweiten Art. 
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3) Es ist eine Aufgabe, die Schnittpunktszahlen, wenigstens in 
einfachen Fällen, geometrisch zu deuten. Das ist keineswegs in allen 
Fällen möglich. Solche Deutungen sind z. B. 

(%, %) = Ordnung von F. 


(9,3%) —2n’ = Zahl der Rückkehrkanten eines allgemeinen Berüh- 
rungskegels. 


5.(R, %)= Rang der Rückkehrkurve, wenn diese Primkurve ist. 


4) Sind die beiden Kurven, um deren Schnittpunktszahl es sich 
handelt, beide nicht von Parametern abhängig, so werden die Stellen, wo 
- sie sich schneiden, singuläre Punkte von F sein, und man kann dann die 
Schnittpunktszahl als Summe darstellen, wo jeder Summand angibt, welchen 
Beitrag einer der singulären Punkte von F zu der Zahl liefert. Das geht 
aber i. a. nur, wenn die beiden Kurven teilerfremd sind. Auf dieser Art 
entstehen die langen Formeln von Salmon und Cayley. Nehmen wir ein 
Beispiel: Es besteht die Gleichung 


(5) (n—2)e= (R,5)— 3(R,R)+ (RD) + 2(R, W). 
Es ist dies die dritte der Gleichungen A auf S. 650 in Salmon - Fiedler, 
Analyt. Geom. des Raumes II (3. Aufl... Bezeichnen wir die von den 
kondensierten Kurven befreite Rückkehrkurve mit X, und setzen 
R= OR, O=(R,W), 
so haben wir 
(n—2)ce=20+(R,6)— 3(R,R’)+ (R, D,)+ 28, W). 
Hier hat o dieselbe Bedeutung wie bei Salmon. Sind jetzt A,, H,„...H, 
singuläre Punkte von F von bestimmter Art, z.B. H, ein isolierter zwei- 
facher Punkt, Z, ein biplanarer Doppelpunkt usw., so kann man berechnen, 
welchen Beitrag ein solcher Punkt zu 
(6) (R, &) — IR, R’) + (R. Do) + AB, W) 
liefert. Liefert 7, den Beitrag «, und hat F etwa Ah, Punkte von der 
Art wie H,, so wird 
(7) (n—2)e=20+ Zu;h,. 
Man sieht, die Formel wird nie fertig, wenn man sie in dieser 
Form schreibt, wie Salmon und Cayley es tun. Jede neue Singularität, 
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die man zuläßt, liefert einen neuen Summanden. Die Formel (5) enthält 
alle diese Formeln in konzentrierter Form. In dem Buche zeige ich an 
einigen Beispielen, wie man die Koeffizienten «, berechnen kann. Aber 
die Darstellung (7) ist nicht immer möglich, nämlich dann nicht, wenn 
zwei der Kurven, deren Schnittpunktszahlen in (6) vorkommen, einen 
gemeinsamen Teiler haben, der nicht eine kondensierte Kurve ist. 


Großes Hauptquartier, im Dezember 1917. 














Über Tschebyscheffsche Polynome. 


Von Herrn Georg Faber in München. 





Einleitung. 


Ich erkläre zuerst einige Bezeichnungen und gebe sodann einen 
kurzen Überblick über den Inhalt der vorliegenden Abhandlung. 

Unter C (später auch Ü, genannt) verstehe ich in der komplexen 
z = &+ in-Ebene eine doppelpunktlose geschlossene Kurve, die aus einem 
einzigen singularitätenlosen analytischen Zuge bestehen soll. Durch diese 
Voraussetzung werden von vornherein Schwierigkeiten mehr nebensächlicher 
Art hintangehalten; hinterher lassen sich (worauf ich nicht näher eingehe) 
durch Stetigkeitsbetrachtungen und stellenweise mit einigen Einschränkungen 
die Ergebnisse auf allgemeinere Kurven ausdehnen. Das Innere von C'(C,) 
werde mit I(I,), das Äußere mit A(A,) bezeichnet, C' jedesmal nicht mit- 
gerechnet; die durch Hinzunahme von C abgeschlossenen Innen- und Außen- 
gebiete mögen I(I,) und A(4,) heißen. 

Es gibt dann bekanntlich für jedes n= 1,2,3... ein Polynom n-ten 
Grades 


1) Zo)= "+ TH Hr HM HM 
mit folgenden kennzeichnenden Eigenschaften: 

1) der Koeffizient von x” in T,(z) ist 1, 

2) alle von T,(x) verschiedenen Polynome n-ten Grades 

2.) Kr + Hat tat tt 
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welche ebenfalls die Eigenschaft 1) besitzen, haben in I ein Maximum 
ihres absoluten Betrags, welches größer ist als das Maximum g, von 
T,(@)'. 

T,„(z) möge das zu Ü gehörige T'schebyscheffsche Polynom n-ter Ord- 
nung heißen. Diese Benennung scheint mir deshalb berechtigt, ‚weil die 
ganze Fragestellung und ihre ersten grundlegenden Ergebnisse auf Tscheby- 
scheff zurückgehen. Er selbst hat sich freilich nur mit dem Grenzfall be- 


schäftigt, in welchem / zu einer (doppelt zählenden, reellen) Strecke aus- 
artet. Schriften, in denen nach ihm der nämliche Gegenstand behandelt 
und verallgemeinert wurde, sind zahlreich; die vorliegende Abhandlung 
knüpft an keine derselben an und ist für sich allein verständlich. 


Von den Tschebyscheffschen Polynomen weiß man bisher nicht viel 
mehr, als daß sie existieren. Wirklich bilden kann man die 7,(x) nur in 
dem T'schebyscheffschen Falle der doppelt zählenden Strecke; sind nämlich 
deren Endpunkte +1, was man ohne Beschränkung der Allgemeinheit vor- 
aussetzen darf, so ist 


(3.) | T,(&) r 





5a 008 (n arc cos x), 


m.a. W.: T,(x) ist das Polynom, das nn cos n$ durch x= cos 9 ausdrückt. 


Außerdem ist selbstverständlich für den Fall des Kreises, dessen Gleichung 
2 — a| = const. ist, T,(z) = («— a)”, und für eine verallgemeinerte Lemnis- 
kate, deren Gleichung | II, (2) | = const. lautet, wo /7,(2)=2”-+ --» ein Polynom 
m-ten Grades ist, ist ebenso selbstverständlich 7. (2)=(/I,.())" (n=1,2,3...). 

Ich beweise im folgenden, daß man auch für jede Ellipse 7, (z) 
leicht bilden kann; es sind nämlich für alle Ellipsen mit den Brenn- 
punkten + 1 die 7,(x) die nämlichen wie die von T'schebyscheff für die 
Strecke +1, —1 gefundenen. Da diese doppelt überdeckte Strecke ein 
Grenzfall jener Ellipsen ist, wird durch meinen Beweis auch das ursprüng- 
jiche Tschebyscheffsche Ergebnis neu bewiesen und zugleich einfacher als 
bisher. Auch in anderen Fällen lassen sich die 7,(x) in geschlossener 
Form finden; ganz allgemein freilich ist das selbstverständlich nicht mög- 
lich. Jedoch (und das ist das Hauptziel der vorliegenden Abhandlung) 
können immer so gute Näherungen P,(r) für die T,(z) angegeben werden, 
daß es gelingt, eine überraschende Menge von Sätzen über die 7,(x) zu 
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beweisen: über die Lage ihrer Nullstellen sowie der Nullstellen der Ab- 
leitungen 7} (x), TY(x)..., über die Darstellung von Funktionen mittels 


Interpolation an diesen Nullstellen, über Reihen 3a, T,(z), über die 
0 


Größenordnung der Zahlen g, u. a. m. In den verhältnismäßig wenigen 
Fällen, in welchen die 7,(z) wirklich hingeschrieben werden können, fallen 
sie übrigens mit ihren Näherungen P,(x) zusammen. 

Auch verwandte Aufgaben, wie die folgenden, lassen sich in ähn- 
licher Weise durchführen: 

Die Polynome 

(4.) R,(@)=#+r" + ..+ 70 


mit Nullstellen ausschließlich in / zu untersuchen, für die das Minimum 
von |R„(x)| auf © möglichst groß ausfällt. 

Die Polynome 

(5.) dert rc, 


ebenfalls mit Nullstellen ausschließlich in /, zu untersuchen, für welche die 
Schwankung von |S,(x2)| auf C möglichst klein ausfällt. 


Die Polynome 
(6.) K,(2)= KM a"+ kN a4... + KM 


zu untersuchen, die einer gegebenen in I regulären Funktion F(z) in 
gleicher Weise zugeordnet sind, wie die 7,(x) der Null, nämlich so, daß 
die Differenz 

(7.) Ka) — Fl) 
auf © möglichst klein ausfällt. 


1. Erzeugung der Näherungspolynome P,(%). 


Mit den erwähnten Annäherungs- oder Ersatzpolynomen P,(x) 
für die T,(z) komme ich auf Polynome zurück, die ich zum ersten Male 
in meiner Doktor-Dissertation*) betrachtet habe; nur nenne ich jetzt P,(z), 
was dort — P,(z2) hieß. Um das Verständnis der vorliegenden Abhand- 
lung von jeder früheren völlig unabhängig zu machen, wiederhole ich zu- 
nächst mit erheblichen Abänderungen und Ergänzungen die Erklärung 
der P„(x) und die Beweise ihrer Haupteigenschaften. 

*) Der in Betracht kommende Abschnitt der Dissertation ist auch Math. 


Ann. Bd. 57, S. 389—408 abgedruckt. 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 11 
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Durch die Funktion 
(8.) = yvl)-I+n tat =] + Pt) (t!<r) 


soll das Gebiet A der z-Ebene auf das Innere eines Kreises t|=r der 
t-Ebene abgebildet werden, so daß die Punkte = o und ?=0 einander 
entsprechen. Die Zahlen «,, a,, @..., sowie r sind dadurch eindeutig be- 
stimmt; für kongruente Kurven © hat r den nämlichen Wert; sind die 
Kurven (©, C’ ähnlich und verhalten sich ihre Umfänge wie s:s’, so ist 
das Verhältnis der zugehörigen Zahlen r, r’ gleich s’:s; einer Kurve 0”, 
die ganz innerhalb C liegt, entspricht ein r”>r. Nach den über C ge- 
machten Voraussetzungen konvergiert die auf der rechten Seite von (8.) 
stehende Potenzreihe Pt) =a,+a,t+--- nicht nur für |{i<{r, sondern 
in einem größeren Kreise { <{r’ und liefert daselbst noch eine eindeutig 
umkehrbare Abbildung. Mit X, bezeichne ich die Kreise |; =p (( <e<r) 
und mit C, die ihnen vermöge (8.) entsprechenden Kurven der z-Ebene; 
C, ist somit soviel wie ©. 

Außerhalb eines gewissen Kreises = = R gilt die Umkehrung 


von (8.): 
Di a 
(9.) a er 
ferner in einem gewissen Kreise |t| <r”: 
(10.) =t+ GP +GP+ 


Man darf noch voraussetzen, daß 
(11.) .=0 
ist, da dies durch eine Parallelverschiebung der Kurve C' immer erreicht 


werden kann; daraus folgt 
(12.) b,=0, %=0. 


Hinterher läßt sich die Voraussetzung (11.) immer wieder rückgängig machen, 
indem man 2 — a, statt x schreibt. 

Die Polynome P,(x) sind nunmehr folgendermaßen bestimmt: 

1) der Koeffizient von x" in P,(z) ist 1; 

2) drückt man P,(x) vermöge (8.) durch it aus, so sind die Koeffi- 
zienten von £"*!, v*+?, ... 171, 2°, sämtlich gleich Null, so daß also ?,(z) 
die Form 











Georg Faber, Über Tschebyscheffsche Polynome. 


(13.) P,@)=5+19,(0) 
hat, wo ®,(t) für |t <r’ konvergiert. 
Es ist somit P,(«) =1, P,(x)=x und 


(14.) Po) = u + 45 tet tn tantte, 


also wegen (13): 
(15.) Parıl2) = z Plz) —a, Pu) — a Pu (2)... —a,_, Pı (2) — «a. 
Eine andere, manchmal bequemere Formel zur Berechnung der 
P,(x) erhält man, wenn man Gleichung (9.) in die n‘ Potenz erhebt und 


auf der rechten Seite nur die Glieder mit nicht negativen Exponenten 
beibehält; die weggelassenen Glieder haben nämlich wegen (10.) die Form 





Pe). 
Wenn z.B. C eine verallgemeinerte Lemniskate ist, so ist 
(16.) : zu Va, 22 d, % + 0 + in a 
also für n = mu: 
(17.) P,@)=(dkh+dhzt+t + +d.., 2" + 2*)". 


2. Die erzeugende Funktion der P,(x). 


Um allgemeine Sätze über die ?,(z) zu finden, ist ihre Darstellung 
mittels einer erzeugenden Funktion dienlicher als die beiden soeben ange- 
gebenen Berechnungsarten. Liegt x in /,, so ist 

rt w(T 1—- Pr 
ve) nr - I-r2 ge 
für 7 <r nach Potenzen von z entwickelbar, und der Koeffizient von ı" 
ist offenbar ein Polynom n-ten Grades in x, dessen höchster Koeffizient 1 
ist. Ersetzt man in (18.) x durch w(£), so entsteht eine Funktion der 
beiden Veränderlichen r, it, welche im Gebiete 7 <r, t <r für =!t 





e t . . . 
wie ‚— unendlich wird, sonst aber regulär ist; daher ist 


(19.) en = — + Po), 


wo ®(t,r) eine für £|<r'; |7;<{r’ konvergente und für t=0, z <r 
ebenso wie für =0, |t <r’ verschwindende Potenzreihe ist. Entwickelt 
man also die rechte Seite von (19.) nach Potenzen von r, so wird der 
a 
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Faktor von 7” gleich ; +t9,(t), er hat somit, wenn man ihn wieder als 


Funktion von x schreibt, die kennzeichnenden Eigenschaften von P,(z). 


Ebensogut kann man P,(x) als Koeffizienten von 7" in 











ve) _1,2-PO-P) 
as. 7) at TreMo)—rz 
1 dal +rPed)— ra) 
eg dt 


ansehen. Reduziert sich die Potenzreihe ®(r) = yw(r) — - auf ein Polynom 


k-ten Grads, und sind z,, 7,...%,, die k+1 Wurzeln der Gleichung 
1+rT9(T)—ıxe=0, so folgt 











je 1 de In(1 +zP(d)— ra) 
(21.) P,(x) = - Di | dv hä 
= — + — + ei + — 
1 2 k+1 


Die hier auf der rechten Seite stehende symmetrische Funktion der Wurzeln 
T), Tg, ***7y;, ist dann noch als ganze Funktion der Koeffizienten obiger 
Gleichung auszudrücken. 


3. Die Polynome 7,(z) = P,.(x) für eine Ellipse. 
Der einfachste Fall, in welchem die Darstellung (21.) für P, (x) ver- 


wendbar wird, ist der folgende: 


= - +t .(t<I), 
(22.) 








xe+Va A „_e-Va-Z4 1, 
T, = ’ ur = —; 
2 2 T, 
den Kreisen K,: t=g.e'” (e<<1) entsprechen Ellipsen: 
(23.) == (e+ .) 008 9, = (e-}) sin I 


‘mit den Halbachsen o+ R — o, während dem Kreise t|=r'=1 die 


zur doppelt überdeckten Strecke — 2, + 2 ausgeartete Ellipse entspricht. 
Die Funktion P,(z) ist im vorliegenden Falle gleich 


: 3 a a 
tete +5) 0sn9 + le ze) Sin nd, 
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wo jetzt 7, = ge” gesetzt ist. Für den diesem Punkte 7, entsprechenden 
2 2 

Ellipeenpunkt z ist |P,(@) ’= (e’ = =) cos?’ n# + (e* _ =) sin’ nd 

=o"+ + 2cos2n9. Das Maximum des absoluten Betrags ist somit 


1 . . 
oe" + we wird in 2» Ellipsenpunkten angenommen, deren Parameter- 


werte 3 = a (k=0,1,...2n—1) sind. Es läßt sich leicht beweisen, 


daß für irgend ein anderes Polynom Q,(z) der Form (2.) das Maximum 


des absoluten Betrags |Q,(x) auf der Ellipse (23.) größer als 0” + r ist. 
Es ist nämlich 


Q.(2) = P.(&) + AAPuı(2) + +++ A,,Pı(@)+ 4, 
FE 4 Pla , 
(24.) -(e +) con» + i(e — „) sinn 9 


n—1 
2 2 (CO, cosv9 + B, sin v9), 
wo die A,, B,,C, irgendwelche komplexe, nicht durchweg verschwindende 
Konstanten sind. Man bilde nun |Q,(x) ?, indem man die rechte Seite von 
(24.) mit der dazu konjugierten Zahl multipliziert, und forme die sich so 
ergebenden Produkte und Quadrate von sin und cos in sin und cos der 
Summen und Differenzen der in den Faktoren auftretenden Winkel um; 
so erhält man 
1 *r-1 
2.)  na=|P,(@+ 52 (C,?+|B,P) 


2n—1 


+ 2 (y,coov$+ ß,sinv#). 


Hierin setze man x = (e+ .) cos 9,+ 1% (e- 2) sin 9%, mit 9%, = = 


(k= 0,1,2...2%» — 1) und addiere die erhaltenen Gleichungen; dabei heben 
sich die Beiträge der zweiten Zeile auf der rechten Seite von (25.) bekannt- 
lich weg, und man findet: 


(26.) 
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Es ist also mindestens einer der 2» Summanden auf der linken Seite von 
(26.) größer als (e* + =): w.z. b. w. 


Damit sind gleichzeitig für andere Kurven T'schebyscheffsche Poly- 
nome gefunden; es habe z. B. die Gleichung zwischen x und it die Form 


(27.) "+ Watt tat”, 


dann ist für jede Kurve C, dieser Abbildung 
(28.) T (2) = Plant mia" + ++), 
wobei P, die nämliche Bedeutung hat wie soeben im Falle der Ellipse. 


4. Abschätzung der Zahlen g„ = Max | 7,(z)| auf C. 


Da die auf der rechten Seite von (19.) vorkommende Potenzreihe 


Yıt,r) = 3:$,(t)7 für 8 <r', jr <r' konvergiert, ist nach dem 
- 2” 
Cauchyschen Koeffizientensatze: 
| ([F 


wo @ eine von it und v unabhängige Zahl ist. Für alle x auf C, (e <r’) 
ist nach (13): 


(30.) P,(«)= z +19, (t) mitt = ge”, 
also wegen (29.) und wegen e<<r': 

(31.) P,(@) = 2 (1+9,(2)@), 
wo 9,(x)| gleichmäßig für alle x auf 0, < (7) bleibt. 


Aus (31.) folgt für irgend ein festes x in 4.: 





(32.) lim a ;, also auch lim v2, (2)| = ne 


Die Reihe 3 a, P, (x), wo lim V a,| =e<<r’, divergiert daher in A, 
0 





und konvergiert in Z, nach einer daselbst regulären analytischen Funktion 


F(xz). Da also die Reihe 2 a,P,(z) für alle z auf C, gleichmäßig kon- 
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vergiert, falls r" >0>e, so kann man sie gliedweise über C', integrieren; 
multipliziert man vor der Integration noch mit (m 012,8...) 


und führt man an Stelle von z die Veränderliche z vermöge der Gleichung 
z= y(r) ein, so ergibt sich nach dem Cauchyschen Integralsatze: 


a 


1 ” », 4, Put 
(33.) mi [Era P win) de = Bo, [Bo Idr=a,. 





Die Koeffizienten a, sind also eindeutig bestimmt: eine Funktion kann 


im Gebiete / nicht auf zwei verschiedene Weisen durch Reihen $ a, P, (x) 
0 


dargestellt werden. 
Um umgekehrt zu zeigen, daß jede in /, (e<<r’) reguläre analy- 


tische Funktion in eine Reihe F; a,P,(z) entwickelt werden kann, hat 
0 


man nur in dem Oauchyschen Integrale 


(34.) F(a)=;— / —d: 


mit e<o<<r' für 2 die neue Veränderliche z vermöge z = w(r) einzu- 
führen, wodurch man erhält: 
2 F(y@)) , 
(35.) Feo)= an) 2-96) y (a)dr, 
indem man mit Berücksichtigung von (19.) nach Potenzen von 7 ent- 
wickelt und dann gliedweise integriert, was wegen der gleichmäßigen Kon- 


vergenz für alle 7 = o und für irgend ein x in /, erlaubt ist: 


6 


(36.) F(2)= 2: a, P,(e) 
mit 
(37.) u mi, [Fiw@)rdr. 


Die Bedingung: x in /, bedeutet keine Beschränkung, denn C, darf be- 
liebig nahe an C, verlaufen, x kann also irgendwo in /, liegen. 

Ist F(x) noch auf C, regulär, so kann man natürlich in (35.), (37.) 
ebenso gut über X, statt über X, integrieren. Als zu entwickelnde Funk- 
tion wähle man in (36.) insbesondere 7, (x): 


(38) Z@)=P,@) ta, AR) ta Pu 2@)+. +" P@)+m”. 
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Da hier a,=1 ist, erhält man aus (37.) folgende Abschätzung: 
(39-) ı<z fir (yr))| |dr| 


< Nr"; 
(nur in dem ausgeschlossenen Falle, wo die C, Kreise wären, müßte es 
hier = statt < heißen). Andrerseits ist g,< Max |P,(z) auf CO, also 
nach (31.): 


(40.) m“ (1 +6. G))- 
(39.) und (40.) lassen sich zusammenfassen in 
(41.) = (1498 :65)): 


wo G@, $ von n unabhängige Zahlen sind und 9 zwischen 0 und 1 liegt. 
Es ist also 


(42) lim "+" _-, lim Va-1 


n=%n n n=oX 





2 | 


Im folgenden soll stets @, so wie hier, eine von x und n unab- 
hängige Schranke bedeuten, nicht notwendig jedesmal die nämliche; des- 
gleichen sollen 9, © immer Zahlen zwischen 0 und 1 darstellen, 9(z) eine 
Funktion, die dem Betrage nach < 1 bleibt. 


5. FP,.(«) als Näherung für 7,.(x). 
Nach Gleichung (38.) ist: 


T,(®) in P, (2) Y a Pu (% )+ + aM, P, _2 (x) + «+ a” P, (<) + am; 
liegt <= y(t) in A,, so erhält man Ran die ÄRA 
1 


(43.) 2; (2) — + =, Leo. T ei a) + u... << ltI<r). 


Insbesondere folgt für j{|=r nach einem bekannten Satze: 


(n) (n)i2 
(44.) m a = + ii FR - | +la)? 











Aus (40.) aber folgt 
(45.) m < 


1 (1+0.0)) 


$ 
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mithin durch Vergleichung von (44.) (45.): 





(46.) am, \<r”G-(5): (v=1,2...n) 
" und wegen (32.): 
n | | 1 r\E 
(47.) |, (1 < 0-5) 


für alle x auf und außerhalb C,. Daraus folgt weiter durch Addition 
ee) a Altar + ra Ale) + a” 





er r ar 


< r G: (5) für e< r. 


Diese Abschätzung, zusammen mit Gleichung (38.), liefert schließlich fol- 
gendes Ergebnis: 


(49.) T@)—P,(a)<50-(4} 


für alle x auf C,, sofern eg <r ist. 
Mit Beachtung von (31.) findet man weiter für die nämlichen z: 


(50.) T,.(@) = P,(@) (14 9(@)6-($)>), 


wo 92) <1 bleibt gleichmäßig für alle x in 4,. 

Führt man wieder vermöge = w(t) auf der rechten Seite von 
(50.) die Veränderliche # ein, so findet man mit abermaliger Benutzung 
von (31.): 


(51.) T.(«) - (1 +8 (2)6-(5)) 


für alle x in A, mit |9(z) '<<1; (unter 3(x) wird nicht jedesmal die gleiche 
Funktion verstanden, aber immer eine, deren Betrag in einem näher be- 
zeichneten Gebiete < 1 ist.) 

Es ist klar, daß man in dieser Gleichung für r auch irgendeine 
Zahl e<r denken darf, sofern man nur dann auch unter T,(z) ein 
Tschebyscheffsches Polynom der Kurve C, versteht; so findet man 


(52.) T, (2) für 0,=(7, (2) für C,)- (1 +32) 0.(5)) 


gleichmäßig für alle x in 4, falls E < r. 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 12 
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Auch ist einleuchtend, daß in (50.) die Funktionen 7, (x) und P,(z) 


ihre Plätze vertauschen dürfen, ebenso wie in (51.) Z,(z) mit 3. 
Aus (51.) folgt noch 


(52.) lim Irtı(®) 


En 
n= © Ta(%) Er) t 





gleichmäßig für alle x in A, 

Die Gleichungen (51.), (52.) sind Verschärfungen und Verallgemei- 
nerungen von (41.), (42.). 

Daß die Formel (51.) nicht die bestmögliche Abschätzung liefert, 


bedeutet weiter keinen Nachteil (der Exponent 5 auf der rechten Seite 


ließe sich beispielsweise leicht durch einen größeren ersetzen). Dagegen 
soll noch eine Abschätzung von T,(z) ın ZI, zum mindesten zwischen C, 
und C, abgeleitet werden; eine solche wird durch (51.) nicht geleistet. 
Für irgendein x innerhalb des von C„ und C, begrenzten Ringgebietes 
liefert die bei (48.) angestellte Überlegung nur: 

(53.) jamı|| „1 (2) + af, P,u.(2)| +++ Ja! 'P,(e)| r Du 


1 r\? 
= zn G» (5). 
Und hieraus kann man, wie oben, weiter schließen, daß wenigstens 


für hinreichend kleines 7 >0 in A,,, gilt: 


(54.) T,(@) = P,() (1 +9 (@) Go") 
oder auch 
(55.) Te) =, (149) Ger); 


dabei bedeutet « eine von x und n unabhängige positive Zahl <1, 
Die Gleichungen (38.) für n= 1,2... gestatten auch umgekehrt 
nacheinander P,(z), P,(x).... durch die Funktionen 7, (x) auszudrücken: 
(56.) P,(@)= Tue) + m, Ta) +, 2 @)+ +5 T, (a) +. 
Entwickelt man die rechte Seite von (56.) vermöge (38.) nach 
Funktionen P,(z), so findet man durch Koeffizientenvergleichung: 


(57.) 0=anı+ bin 
also wegen (46.): 
(58.) dm I <rTap*, 


wo zur Abkürzung / für (>) ‘geschrieben ist. 
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Angenommen nun, es sei festgestellt, daß für jedes n und für 
v=n—1l, n—2,..m+1 
(59.) u 17 > fg 
ist, was ja für »„=n— 1 nach (58.) tatsächlich zutrifft, dann folgt wieder 
durch Koeffizientenvergleichung: 
(60.) bi + Bin), almtD + Bm) amtd 4... + bald + am = 0, 
also wegen (46.) und (59.): 
(61.) IB] <2@@r "tr Br[Brt! + Br? ... + BP] + GP rt” 
<er[o4 een]; 
@ bedeutet hier und im folgenden die größere der beiden in (46.) und 
(59.) vorkommenden @-Zahlen. Danach gilt die Ungleichung (59.) auch 
noch für v=m, falls nur 


(62.) 26 


n+1 . 
v ;P <<] ıst. 
m bedeute von jetzt ab die kleinste Zahl > 0, welche dieser Ungleichung 
genügt (m hängt nicht von n ab). Dann ist (59.) nur noch fürv <m— 1 


zu beweisen; setzt man 1-+ zur Abkürzung = k, so erhält man 
(vgl. (61.)) 

(63.) BT, 
ebenso, indem man nur auf der rechten Seite von (59.) 2@ durch die 
größere Zahl k@ ersetzt: 


(64.) Er: 2 u | 7 
und so fortschließend: 
(65.) Be |< Arte lürr= 1,2...m—1. 


Schreibt man also zum Schlusse noch K für @%”, so ist Ä genau 
wie @ eine von x und n unabhängige Schranke, und es gilt ganz allge- 
mein für jedes » und für »=1,2...n—1 die der Ungleichung (46.) 
völlig entsprechende: 


(66.) BO, <rK(5). 
Es wird nicht nur 7,(x) durch P,(x) bei großem n angenähert 
dargestellt, sondern auch 7/(x) durch P/(z), Ti (x) durch P} (=) usw. 
Es ist nämlich (vgl. (31.)): 


12 * 
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‚ —nN ii\" 
Ferner ist (s. (38.)): 
(68) Tile)= Pla) + m Pal) + aM,Pi_ (a) + + a” Pi(@) 
und wegen (46.) und (67.): 
(09.) a Pre) + | Pate) + +] Al) < ee): 
für alle x in A, Aus (67.), (68.), (69.) folgt schließlich für alle x in A.: 


T;(@) = Pia) (1+6-9@)(5)) 


—_n > 
(70.) <a + 9,9 (x) (FF). 
Für alle x des größeren Gebietes A,,, gilt (70.) ebenfalls, nur ist 
der Faktor (7) durch «* mit «<{1 zu ersetzen (vgl. (54.)). 


Aus dem Bewiesenen folgt beispielsweise: 


. Tor) . .,, Tarıl) _1 
meer 35 "Tilgung 2 Ba 


gleichmäßig für alle x in A,,,. 
Die entsprechenden Sätze für die höheren Ableitungen 7, (2), T, (x)... 
werden genau so bewiesen. 


6. Reihen Ya,T,(x). Entwicklung von Funktionen in solche Reihen. 
Nach (55.) ist 
(72.) limy|T,(&)| = 


n=x 


gleichmäßig für alle x auf C,(e<r+n). Daher konvergiert jede Reihe 


3ra,T,(x), für welche 
0 





ID | ih 





(73.) iim Y 


yva&® 


ist, gleichmäßig in I, und divergiert in A,. In irgend einem Punkte z 
von C, findet Konvergenz oder Divergenz statt, je nachdem in dem ent- 


sprechenden Punkte ti von K, die Potenzreihe 3, a,t” konvergiert oder 





a|=e(<r+n) 


divergiert. Die Richtigkeit der letzten Behauptung folgt unmittelbar aus 
der Abschätzung (55.). Diese besagt aber noch mehr: Führt man wieder 
die Veränderliche £ ein, so wird 
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(74.)  2a,T,(@)= Ba,t”+ Ball); 


der zweite Summand auf der rechten Seite von (74.) konvergiert gleich- 
mäßig für oe << |t|; dies folgt wieder unmittelbar aus (55.). Durch Rück- 
kehr zur Veränderlichen x gewinnt man also in diesem zweiten Summan- 
den eine Funktion, die zwischen C,, und C, regulär ist, während der 


erste Summand 2 a,t”” als Funktion von x aufgefaßt sicher zwischen C, und 
C, regulär ist, d. h. aber: den sämtlichen auf C, und zwischen C,, und 


C, gelegenen singulären Stellen x der in /, konvergenten Reihe >, a, T, (x) 
0 





(fim Va,|=e (<r+m)) sind, durch die Substitution 2= y(t) eindeutig 


v0 





umkehrbar, die auf dem Kreise X „» t, = o und in dem Kreisring ae < t <e 
gelegenen singulären Stellen der Potenzreihe 5, a,t” (mit den nämlichen 
0 


Koeffizienten a,) zugeordnet, derart, daß stets Singularitäten der nämlichen 
Art einander entsprechen, Pole wieder Polen gleicher Ordnung, ebenso 
Verzweigungsstellen oder wesentlich singuläre Stellen wieder solchen usw. 


Zugleich ergibt sich, daß auf der Konvergenzgrenze der Reihe 





3 a,T,(z) (wo lim Va, <r+n) immer mindestens eine. singuläre Stelle 
der durch diese Reihe dargestellten Funktion liegt. 

Es sei nun umgekehrt eine in C, (e <r+) reguläre Funktion 
F(x) gegeben und sie soll in eine Reihe 5 a,T,(z) entwickelt werden. 
Ich entwickele zu diesem Zwecke F(z) zuerst in eine Reihe b5 k,P, (x), 


die in Z, konvergiert; dies ist immer und nur auf eine Weise möglich, 





und es ist lim Y/k,| < eg, wo das Zeichen < nur dann gilt, wenn F(x) 
auch auf C, regulär ist. Ersetzt man in dieser Entwicklung P,(x) aus 
(56.) durch T, (x), T,(z)... T,(x), so erkält man: 


(75.) F@)= > k,(T,@) +52, T,_,(@)+.-+bP T,(@)+ 59). 


Aus (55.) und (66.) folgt leicht für alle z= w(£) auf C,,, falls nur 0 <r+n 
und 70 hinreichend klein ist (vgl. die ganz ähnlichen Überlegungen, 
die zu (48.) und (50.) führten): 
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To a4 + Tu) + < n 


wo L eine von x und n unabhängige Schranke bedeutet. Daher kon- 
vergiert die Reihe 

> |k,| ((T,(@)| + 169, T,@)| +6. Tate) ++ BP Tu (@)| + 6) ) 
in /,, und es kann mithin F (x) = 2 k, P,(x) in eine in I, konvergente Reihe 
2. a, T,(x) umgeformt werden. Wenn F(z) auch auf C', regulär ist, so 


konvergiert nach dem vorigen diese Reihe ganz von selbst innerhalb jedes 
Gebietes Z,., in welchem keine singuläre Stelle von F(x) liegt, und diver- 
giert in A,., falls auf C,.. eine solche singuläre Stelle liegt. 

Es werde noch bewiesen, daß eine in I, reguläre Funktion F (x) 


nur auf eine Weise daselbst durch eine Reihe 3va,T, (x) dargestellt werden 
0 


kann, falls nur e<r; statt oe <r dürfte man, wie ohne weiteres ersicht- 
lich, auch eo <r-+n, voraussetzen, sofern nur 7>0 genügend klein ge- 
wählt wurde. Die Behauptung läßt sich auch so fassen, daß aus der 
Identität 


(76?,) 0= 3»c,T,(x) mit lim Vel —y 
0 
folgt 
(76°.) == mer mul =, 


Daß eine Darstellung der Null durch eine endliche Reihe (76°.) mit nicht 
durchweg verschwindenden Koeffizienten unmöglich ist, bedarf keines Beweises. 

Angenommen also, es würde eine unendliche Reihe (76*.) existieren, 
deren Summe identisch Null wäre, während von den Koeffizienten c, un- 
endlich viele nicht gleich Null wären; dann könnte man mit genau den 
nämlichen Überlegungen, wie sie oben angestellt worden sind, (76°.) in 


eine Reihe 3» k, P,(x) umordnen, und es müßte k,= 0 sein (v = 0,1,2...), 
0 
da ja eine Funktion nur auf eine Weise in eine P-Funktionen-Reihe ent- 


wickelt werden kann, d. h. man hätte mit Benutzung von (56.) die 
Gleichungen: 


(77.) +0,09) +0,” +. =0. 
Nun istnach Voraussetzung für genügend großesn und genügend kleines e: 
(78.) on <(e+s"* (k=0,1,2...) 
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und auf Grund von (66.): 


(79.) |De+B| — Er mit 0 <<< 1, oder auch nach passender Wahl von 4: 
Artk 
—@ro) 
Aus (77.), (78.), (79.) folgt 
(80.) eo <(e+t e)"i 
und ebenso für alle größeren Werte n: 
(81.) rl <(eteHat (k=0,1,2...). 
Benutzt man bei dem Schlusse, der zu (80.) führte, (81.) an Stelle 
von (78.), so erhält man 


(1-4) mit 0<A<1. 


(82.)  <(e+ 4” 
und allgemein 

(83.) or) < le + I (a 
und so fortschließend für beliebiges m > 0 

(84.) en] (le + e)t (amyrt, 
d. h. aber 

(85.) or = 0 für k= 0,1,2.... 


Die Reihe (76.) wäre somit endlich, was von vornherein für un- 
möglich erkannt wurde. 





Reihen 3» a, T,(x), wo lim Ya,| >r’ ist, werden im allgemeinen 
0 


kein zusammenhängendes Konvergenzgebiet mehr haben und können in 
den verschiedenen Gebieten, in welchen sie konvergieren, unter an- 
derm auch die Null darstellen. Beispiel: Für die Kurven '2?—1|= Const., 
wo Const. >1, ist Z, (x) = (2° — 1)’ (vgl. (17.)) und T,(xz)=x; die Reihe 





T,(x) + 3; (3) T, (x) = 2+V1+ (2=®— 1) konvergiert in den beiden Innen- 
0 


gebieten der Lemniskate |z? — 1/= 1 nach verschiedenen Funktionen, näm- 
lich nach 2z in dem Blatte, welches den Punkt + 1 enthält, nach 0 in 
dem andern Blatte. 


7. Die Nullstellen der Funktionen 7,(z), T/(z).... Interpolation an diesen 
Nullstellen. 


Nach .(72.) ist gleichmäßig für jedes x in A,,,: lim V/Z,(z)| = 


die Nullstellen sämtlicher Funktionen 7,(z) für n>n! liegen also in ],,,. 
Das gleiche gilt von den Nullstellen der Ableitungen 7, (=), 7} (z).... 


’ 


ı 
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Es soll nun als Gegenstück zu den im vorigen Paragraphen behan- 
delten Reihen 3 a, T,(x) folgende Frage erledigt werden: 


F(x) sei eine in Z, (e<<{r+n) reguläre Funktion mit minde- 
stens einer singulären Stelle auf C,. (Im Grenzfalle g = 0 kann C, zum 
Punkte » ausarten, F(x) ist dann eine ganze Funktion.) Man bilde 
an den Nullstellen x”, 2”, ..., x” von T7,(z) als Interpolationsstellen 


nach der Lagrangeschen Interpolationsformel das Polynom (» —1)-ten 
Grades: 


. (86.) L,(&) = Zi SE _ BR (am) - F (a4”) 





(bei etwaigem Zusammenfallen von Nullstellen der Funktion T7,(x) ist 
dieses Polynom in bekannter Weise, etwa durch Grenzübergang, abzu- 
ändern). Die Frage ist: Besteht die Gleichung: 


(87.) lim Z,(z) = F (x)? 


n= © 


Die Antwort lautet: 
Gleichung (87.) gilt für jedes x in I, und gleichmäßig für alle x 
in Iy, falls 0° >; dagegen ist für alle x in A.: 
(88.) lim L,(z) = © 


Zum Beweise bilde ich Z,(x) für die besondere Funktion rs 


wobei z in I,,z auf CO, liegen und die Ungleichungen r’ >g'’>e">o 
bestehen mögen (ich schreibe zum Unterschied von (86.) [Z,(z)]): 








ee 2 — a)” (2 — 2) (ec — 2”) 
0) a te) * Eee” 


EN) @-E).- (a) 
(e — 2m)(e —2W)..- @— 2) 4 





+ 


und es ist: 








1 -IM.. a) 1 Lea ı 
(90.) aaa at [Z, («)]= — 29)... (em) 2a Tul)e—a' 


Aus den Darstellungen (89.) a (90.) geht hervor: [Z,(x)] hat, als Funk- 


tion von z aufgefaßt, Pole bei z=z{” (=1,2...n) mit ‘den Residuen 


1.(@) Nach dem Cauchyschen Integralsatze ist daher: 





(x — 9) Ta”) 
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„Ai (ff, T,(#) F(z) 
su Zu Zi S734°= m [Um (@) »)) Ple)as+- a; 1.065 * 
o'’ oo O,r 
Tn() F(@) 
L@+75 2ni ) Tale)(e— 2) ni 
4 


Wenn also mit M das Maximum von F(z) auf C,,, mit L die Länge 
dieser Kurve, mit d das Minimum der Entfernung eines Punktes von (,, 
und eines von Ü,,, mit @ (wie immer) eine von n und z unabhängige 
Schranke bezeichnet wird, so ergibt sich auf Grund von (72.): 


(92.) F(x) —L,(e) <a“ 
also wegen o’’ <g’ beliebig klein für genügend großes n. Damit ist der 
auf die Konvergenz bezügliche Teil der Behauptung bewiesen. Beim Be- 
weise des Divergenzsatzes (88.) hat man g>0 und z in A,, etwa auf 
C, (0 <-_g) vorauszusetzen; auf der linken Seite von (91.) steht dann Null 
an Stelle von F(x), und man erhält so: 
Fe) dz 


Tn@)|\ 7 
2n Jt-9To' 


Cor 


Um das zuletzt erhaltene Integral abzuschätzen, führe man wieder 


(93.) L.(@) = 





durch 2= w(t) die Veränderliche = ein; dadurch wird: 





(94.) 6 =" + wu + ut” +... (z|<r+tn) 
=tT+ p„(?). 
Nach (55.) ist für |r|=e": 
(95.) '9.(7)| < (e’)"o*@ mit a <1. 
F(e)dz 
. g". ea) 7.) Mr 











Fiyo)y (e)dr _ Fowa)ru dr | Fw)on)w Ddr 
(06. f Be) 2) T(ı@)) mi; Ye) —z ei va)-—z 
E e 


Vermöge (95.) wird der zweite Summand und der rechten Seite 
von (96.) für n>n’ dem Betrage nach 
< (e”)"P* mit ?<1, also auch 
<.0"y" mit Eh, 
falls nur 0” nahe genug an go gewählt wurde; der erste Summand auf 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 1/2. 13 


(97.) 
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der rechten Seite von (96.) ist der Koeffizient h,,, von . in der Potenz- 


reihe +2 . 3» k, t’ für a . @, diese Reihe konvergiert in dem Kreis- 
n = 


ring e<t > r', und da F(w(r)) nach Voraussetzung auf dem Kreise 
t = eine singuläre Stelle hat, ist 
(98.) lim Y'h,| = 


n=n 


Aus (96.), (97.), (98.) folgt, daß für jedes noch so kleine & (> 0, < e) 
und für unendlich viele Werte von n: 


1 r F(ode | ü 
19.) mi (ze—-x) T,(2) > em) 











0% 
wird. Da andrerseits, falls, wie angenommen wurde, x auf (, liegt, für 


jedes n T,(2)| > @0”* ist (s. (55.)), und da o <{ o, also bei passender Wahl 
von e auch <o-— e ist, folgt für die Werte von n, für welche (99.) gilt: 


(100.) L.(2) > 4" mit A>!|l. 
Daß nicht nur lim Z,(x) = ©, sondern sogar lim Z,(x) = © würde, 


ist natürlich ebensowenig zu erwarten, wie beispielsweise, daß bei der 
Potenzreihe «+ a, 2 + a, 2°+ »-- für jedes x außerhalb ihres Konvergenz- 
kreises lim s,(&) =lm u, -+ a2 ++. +a,2" = © würde; so wird z. B. 


für die Reihe 2 — 22 +? !’+ Pt —-?°+— ... fürc=1 und 
jedes n: sy, = 0. 

Genau, wie soeben geschehen, beweist man die entsprechenden Kon- 
vergenz- und Divergenzsätze, wenn es sich um die Interpolation von F (x) 
an den Nullstellen von 7/ (x) oder 7T7’(x) usw. handelt. 


8. Andere Polynome mit Minimaleigenschaften. 
Die am Ende der Einleitung eingeführten Polynome 
4.) R(a)= "+ Tr, +. ++ Tr 
mit Nullstellen ausschließlich in Z/, und mit einem möglichst großen Mini- 
mum des Betrags auf C, gestatten folgende Entwicklung: 


10.) rn, +75 (> 0). 


Ru(@) 
Wegen der definierenden gi von R,(x) ist 


(102.) ". 





1 
“ 'R,(@)| vw) = Max 'Pn(&) ’ 











Georg Faber, Über Tschebyscheffsche Polynome. 
also wegen (31.): 


(103.) Max 7; lit et -)} 
Andrerseits folgt aus (101.): 


(104.) — Bam + om, 2), 
es ergibt sich also aus "(103.), (104.): 
n zn rn.2 
(105.) DAR ei” Y k @ (7) { 


Im Kreise t| <r’ u die Entwicklung: 
(106.) R,(2)= 1, om +0. e a ad ti 


Tan nn ii 
die Koeffizienten cl”, , c®,, ... ce wo auch auf in der Darstellung: 
(107.) R,(z) = P,(2) + c®, P,_il&) + +e® P, (x) +. 
Zu der auf der rechten Seite von (106.) stehenden Potenzreihe erhält man, 
indem man in (101.) 0%, durch— r*@ (5)8 ersetzt und danach den rezi- 


proken Wert von (101.) bildet, folgende Majorante: 


(108) (m: ee} Sy) 2 Ahnen 1. 





1 Be 1 n 4 n )v—1 
+3 “ olylır sl Pi. 
d. h. aber, mit erlaubter Abänderung der Bedeutung von @ (da ja die 


(v—1)-te Potenz auf der rechten Seite von (108.) für alle n und für 
v=|1,...(n—1), n unter einer endlichen Schranke bleibt): 


(109.) id <er( "Je fürv=1,...(n—1),n 


Diese Ungleichung entspricht völlig der Ungleichung (46.) des 5. Abschnitts. 
Nun wurden aber sämtliche im 5., 6. und 7. Abschnitt abgeleiteten Sätze 
über die Polynome T7,(x) einzig und allein aus jener Ungleichung (46.) 
gefolgert. Diese Sätze bleiben also ohne die geringste Änderung weder 
des Wortlautes noch der Beweise gültig, wenn man überall R,(z) an Stelle 
von T,(x) setzt. 

Genau so kann man, wie sofort gezeigt werden soll, überall T', (x) 
durch $,(z) ersetzen, wo S,(z) die in der Einleitung eingeführte Funktion 
13* 
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(5.) S,(@)=" + sm), ar T+.. +9. + se 
bedeutet, deren sämtliche Nullstellen in /, liegen und deren Schwankung 
des absoluten Betrags auf C, möglichst klein ausfällt. 
Da 
(110.) S,(@)=P,(e) +h®, P,ı(@)+:-+h®P,(«)-+hP, 


folgt, wie S. 88 für 7T,(x) abgeleitet wurde: 
a1.) Max |S,(@)| >. 
C, ” 


Andererseits ist die Schwankung von |P,(z)| auf 0, < G) @, 


also auch 


(112®.) Min |S, (z) > 2 B; oder 
ra Ku 7 
(112°.) Max Aanır (1466 ))- 
Nun gilt für Eur eine Entwicklung genau wie (101.) und aus 


(112°.) folgt die (109.) entsprechende Koeffizientenungleichung. Von da ab 
bleiben die Schlüsse die gleichen wie zuvor, und man hat also auch hier 
das Ergebnis, daß sämtliche im 5., 6., 7. Abschnitt für T,(z) abgeleiteten 
Sätze unverändert für S,(z) gelten. 

Im Falle der Ellipse schließt man, daß die R,(z) mit den 
T,(x) identisch sind, durch Wiederholung der Schlüsse von S. 85 mit 


9, = mt “, Als Minimum von 'R,(z)| auf der Ellipse &= (o -- ) cos 4, 


= (o -_ :) sin ergibt sich so = 0”, während das Minimum des abso- 





luten Betrags jeder andern Funktion Q,(x) der Form (2.) kleiner aus- 
fällt. Gilt aber, wie im Falle der Ellipse R,(«)=T,(x), so ist ofien- 
bar auch S,(z) ein drittes Glied der Identität, Für die angegebene 
Ellipse wird die minimale arg von $, = ) gleich . 


Die Gleichungen P,@)l|= : = T,(@)|= 5; |R,(@ 2)| = - ze [0 @)| =. 


stellen in der <= &+ in Ebene RE ee dar, welche 
für unendlich wachsendes n der Kurve (©, beliebig nahe verlaufen. Es 
lassen sich noch unendlich viele andere derartige Näherungslemniskaten 
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finden; man vgl. beispielsweise die von mir Math. Ann. 57, S. 397 und 63, 
S. 120 eingeführten Funktionen /7,(z) und p,(x). 
Die in gewissem Sinne beste Näherung liefert ihrer Definition nach 


die Kurve |S,(x)| = C bei passender Wahl von € (nahe bei 2). Zu einer 


im allgemeinen davon verschiedenen Annäherungslemniskate @,(z) = Const., 
die in einem andern Sinne als die beste angesehen werden kann, gelangt 
man folgendermaßen: G,(x) habe die Form 2" + 9, 2" +...+ 94" + g” 
und besitze in A, keine Nullstelle; sucht man die kürzeste Entfernung 
jedes Punktes der Lemniskate |@,(x) = Const. von ©, und ist d, die größte 
dieser Entfernungen, so soll die Definition von @,(z) durch die Bedingung, 


daß d, möglichst klein sein soll, vervollständigt werden. 
1 


y” 
Abstandszahlen d, <@ (5) werden (ähnliche Abschätzungen gelten für die 
1 


m? 


Es ist leicht einzusehen, daß für die Lemniskaten P,(z))=, die 


Lemniskaten | 7, (z)| = -, |R,(@)|= 4, |8,(@)|= 4); für die Lemniskaten 


r" i 
'@,(z) = Const. ist also sicher ebenfalls d, < 6(Z), daraus folgt, daß 
diese Lemniskaten zwischen C', und C, verlaufen, wo g=r (1 _ (2), 
0=r (1 + e(&)). Weiter ergibt sich die auf der rechten Seite dieser 


\ f 1 da \. | 
Lemniskatengleichung stehende Const. = e= (14 0G- ()) mit ® <l, 
und endlich erhält man durch Vergleichung der konformen Abbildungen (8.) 


-— — = t Koeffizientenbeziehungen für @, (x), aus denen 


sich die Gültigkeit der Sätze des 5., 6., 7. Abschnitts auch auf die Polynome 
@,(z) ausdehnen läßt. Auf die nähere Ausführung der Beweise verzichte 
ich; sie bietet keine besondere Schwierigkeit, würde aber einige Weitläu- 
figkeiten verursachen. 

Es wäre erwünscht, einen einfachen, von der konformen Abbildung 
unabhängigen Beweis für den Satz zu finden, daß jede geschlossene doppel- 


punktslose Kurve C' durch eine Lemniskate W,(z) = Const. (= =): wobei 


die Nullstellen des Polynoms W,(z) = 2" + w(, 2" +... w{” innerhalb oder 
auf C' liegen, mit beliebiger Genauigkeit angenähert werden kann. Dann 
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könnte man hinterher leicht den Hauptsatz der konformen Abbildung be- 


weisen; durch t = lim ; re +0, +@&&%+ »-» wird nämlich das Äußere 


o- YW,@) 

von C auf das Innere des Kreises i=r der t-Ebene abgebildet; der Kon- 
vergenzbeweis würde keine Schwierigkeit machen. Durch den so gedachten 
Beweis der konformen Abbildung würde sich auch die vorliegende Ab- 
handlung mehr zu einem geschlossenen Ganzen runden; die wirkliche 
Durchführung dieses Beweises aber dürfte weitläufig sein und müßte 
schließlich doch wohl in die Gedankengänge des Robinschen Verfahrens 
einmünden. 





Die sämtlichen soeben definierten (in großer Mannigfaltigkeit vor- 
handenen) ‚„‚Lemniskatenpolynome‘“ W,(z), die zu einer Kurve Ü, gehören, 
haben miteinander eine charakteristische Eigenschaft gemein, die schon bei 
den besonderen Lemniskatenpolynomen 7,(z), R,(2), 8,(z) angetroffen 


wurde: Bildet man für eine in J, reguläre Funktion ’F(x) mit den in /, 
gelegenen Stellen x”, x$”,... x als Interpolationsstellen die Zagrangesche 
Interpolationsformel Z, (x) (vgl. (86.)), so ist 

(113.) lim Z,(x) = F(«) in I, 


ne © 


für jede in Z, reguläre Funktion F(x) dann und nur dann, wenn die Funk- 
tionen W, (2) = (« — 2") (« — a2)... (a — x) ein System zur Kurve (, ge- 
höriger Lemniskatenpolynome bilden. | 

Der Beweis von (113.) wird für irgendein System von Lemniskaten- 
polynomen W,„(x) genau so geführt, wie er oben für das besondere System 
der T,(x) geführt wurde. Bilden dagegen W,(x), W;(x),..., W,(x),... Kein 
System von Lemniskatenpolynomen der Kurve Ü,, so gibt es unendlich 
viele Indizes n= n,, ng,..., für welche ein passend gewählter Punkt x von 


I, außerhalb sämtlicher Lemniskaten mit den Gleichungen  W,(x) = = liest, 


während gleichzeitig ein passend gewählter Punkt z von A, innerhalb der 
nämlichen Kurven liegt. Andernfalls würden nämlich für n>n’ die 


Kurven W,(«) -, in einem beliebig engen, um die Kurve (, gezogenen 


Ringe verlaufen, wären also Näherungslemniskaten für C,. Bildet man nun 


mit jenen Werten z und x die besondere Funktion _ und für sie die 
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Lagrangeschen Interpolationsformeln Z,,() an den Nullstellen x" jener Po- 
Iynome W,,(x), so überzeugt ein Blick auf die Identität 


die sich aus (90.) durch Buchstabenveränderung ergibt, daß Konvergenz 
nicht stattfindet; denn es ist stets |W,, (2) > W,,(2).- 


Der Fall, wo sämtliche Nullstellen z{” der Lemniskatenpolynome W, (x) 
auf die Kurve (©, rücken, ist besonders erwähnenswert. Die infinitäre 
Verteilungsdichte dieser Nullstellen auf C,, wobei in einem Punkte von (, 
die Dichtezahl noch willkürlich vorgeschrieben werden darf, ist offenbar 
identisch mit der Dichte jener aus der Theorie des logarithmischen Poten- 
tials bekannten einfachen Belegung, welche bewirkt, daß CO, selbst eine 
Kurve gleichen Potentials wird. Daraus folgt, daß die Verteilungsdichte 
der Interpolationsstellen z{” auf C, jenem ganz bestimmten Gesetze folgen 


muß, wenn jede in /, reguläre Funktion mit beliebiger Genauigkeit mittels 
der Lagrangeschen Interpolationsformel dargestellt werden soll, und daß 


auch umgekehrt jede in /, reguläre Funktion daselbst als Grenzwert 
lim Z,(x) der Lagrangeschen Interpolationsformel dargestellt werden kann, 


nen 


wofern nur die Verteilungsdichte der Interpolationsstellen auf ©, sich für 
lim n = © jener ausgezeichneten Potentialbelegung unbegrenzt nähert. Die 
Konvergenz reicht dann immer bis zu jener Kurve Ü, (o<{r), auf der 
eine singuläre Stelle von F(x) liegt, wobei wieder unter ©, der eine Punkt 
© zu verstehen ist. 


Schrumpft insbesondere /, auf die doppelt zählende Strecke (— 2,+ 2) 
zusammen, so ist das Verteilungsgesetz der Interpolationsstellen auf dieser 
Strecke das nämliche wie das der Nullstellen des besonderen Lemniskaten- 
polynoms T7,(2) =2cosn(arccosz) für imn= wo. Wenn man wieder 
z=2cos% setzt, so ist die Verteilung auf der Strecke von 9=0 bis 


3=n eine gleichmäßige; wegen dJ4 = 12. ist daher die Verteilungs- 
+lı- 
4 

dichte auf der Strecke von = —2 bis = +2 zu ——— proportional. 


ur 
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Dieses Ergebnis wurde auf anderem Wege zuerst von Herrn Runge ge- 
funden; vgl. Zeitschrift für Math. u. Physik, Bd. 46, 8. 224 und Theorie 
und Praxis der Reihen (Leipzig) S. 140. 


9. Polynome, welche eine gegebene Funktion in einem gegebenen Gebiet 
möglichst genau darstellen. 


Zum Schlusse will ich auf die am Ende der Einleitung aufgeworfene 
Frage eingehen: F(x) sei eine gegeben ein /, reguläre Funktion, K,(x) sei 
das Polynom n-ten oder niedrigeren Grades, für welches e,= Max|F(x)—K, (x) 


r 


möglichst klein ausfällt. Wenn F(x) selbst ein Polynom /-ten Grades ist, 
wird natürlich X, (x) = F(x) für n>1. Von diesem Falle soll im folgen- 
den abgesehen werden. 

Die Funktion F (x) möge ın I, (e<{r) regulär sein und auf C, eine 
singuläre Stelle besitzen (der nicht ausgeschlossene Grenzfall g = 0 besagt: 
F(x) ist eine ganze Funktion). Dann gilt in /, die Entwicklung 


(114.) F(«) = Ira, P,(<) mit 


(115.) lim Via, =o, Im VP,@)=: für alle x auf C\. 


yo vn 


Bezeichnet man also mit „, das Maximum von F(z) — 3; a,P, (x) 
- | 


auf Ö,, so ist 





(116.) lim Vz, =? , mithin 
(117.) lim Ve, <?. 
Andrerseits gestattet die Differenz D,(x)= F(x)—K,(r) die Darstellung 
(118.) D,(x)= 3b” P (x) und es ist 
0 
(119.) b® =a, für v>n. 
Nun ist 
I | 
bW\ ur | D v—1 d | 
(120.) 0 | zu „(v(r)) T n 
<e,r’, also 
|| 
(121.) En > mr? 
(122.) lim Ve, >°; 


na % 
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aus (117.), (122.) folgt 
(123.) By. 


= 108 


n=» 


Wenn &>0 beliebig klein gegeben ist, so folgt aus (120.), (123.) 
für hinreichend große Werte von n 


(124.) dm -T_(1+ 8)". 


In der Darstellung 
125) K,@)=l@®Pi@)+e,P,,@)++ + Pı(@)+ 
ist 
(126.) cr = (4, — bh) 
(127.) ed =-a,+ © (e)" (1-ePr. 


Für genügend großes n und für alle x in /,, wu o>e, d.h. also 
schließlich für alle x irgend eines ganz innerhalb /, gelegenen Gebietes I’ 
wird demnach wegen (3].): 


(128.) 24, P,@)-K,@) <a+1)0 +"). 


0 
und falls nur von vornherein & klein genug gewählt wurde, konvergiert 


hier die rechte Seite mit - gegen Null; d. h. aber es gilt gleichmäßig in I’: 
(129.) lim X, («)=F (x). 


n=nD 


Ob andrerseits für jedes x in A, die Gleichung 


(130.) lim |K,(z)!= 


n=m=% 


besteht, vermochte ich nicht zu entscheiden. 

Wenn man über die Art der Singularitäten von F(x) auf C, be- 
stimmte Voraussetzungen macht, kann man sehr leicht zu viel genaueren 
Abschätzungen von e, gelangen. 

Es habe beispielsweise F(x) auf (‘, einen einzigen Pol erster Ord- 
nung; dann hat die aus F(x) durch die Substitution (8.) hervorgehende 


Funktion F(w(r)) = 37 +3» b,t (e<|t!<r') auf dem Kreise K, eben- 
0 1 
falls einen einzigen Pol erster Ordnung, und daraus folgt 
(131.) a, =Bo’ (1+9Ge’), 
wo a, B und @, wie nachher auch B,, B,, Bi von r unabhängige positive 


Zahlen sind, « und ebenso nachher £, 7 außerdem < 1, während 9 von v 
Journal für Mathematik. Ba. 150. Heft 1/2. 14 
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abhängt, aber dem Betrage nach 1 bleibt. . Wegen (121.) ist also- 
e\". | 
(132.) €, > B, (e) . 
Andrerseits ist | 
„m drla,/2(14+ BG) (wegen (81.)) 
<.2B, (ey (wegen (31.)), | 
also | 
; ‚(@\" 
(133.) u <B, (e) . | 
Legt man den Näherungspolynomen für F(z) noch die weitere | 
Bedingung auf, daß sie genau vom Grade n sind und daß der Koetli- N 
zient von 2" gleich 1. ist — diese neuen Polynome mögen K,(z) heißen — | 
so wird, da ja Max K, (2), >Max T,(z) , in I, nur dann die Gleichung 
0, PERR C, ö 


lim X, (x) = F(x) gelten, wenn r >1 ist, und zwar wird dann Konvergenz 


n=o 


jedenfalls in dem kleineren der beiden. Gebiete I, und I, stattfinden, falls 
wieder F (x) in /,, aber nicht in I regulär ist.‘ | 
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abhängt, aber dem Betrage nach 1 bleibt. Wegen (121.) ist also- 
e\”. 
(132.) €. > B, (e) . 
Andrerseits ist 


„<a, 2 (14 BG) (wegen (31.)) 


< > B, (e) (wegen (31.)), 
also | 
(133.) | „<Ble). 
Legt man den Näherungspolynomen für F(z) noch die weitere | 
Bedingung auf, daß sie genau vom Grade n sind und daß der Koeffi- 


zient von z" gleich 1 ist — diese neuen Polynome mögen K,„(z) heißen — 
so wird, da ja Max ‚K,(e)| >Max T,(x) , in I, nur dann die Gleichung 
0, FAT, 


lim X, (x) = F(x) gelten, wenn r >1 ist, und zwar wird dann Konvergenz 


n=% 


jedenfalls in dem kleineren der beiden.Gebiete /, und I, stattfinden, falls 
wieder F (x) in /,, aber nicht in I regulär ist. | 
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Über die Bestimmung des Sprunges einer Funktion 
aus ihrer Fourierreihe. 


Von Franz Lukäcs in Budapest *). 


1. Es sei f(z) eine im Intervalle (0, 2) integrierbare**) Funktion, 
die nach 2n periodisch ist. Man bilde ihre Fourierreihe 
(F) + (a, cos nz + b,sinnz), 


n=1 


wo 
ne 2rı 
[6.3 -ı f fit) cosnt.dt, b,= R tt) sin nt.dt, (n=0,1,2,...) 


0 
ist. Die konjugierte Fourierreihe ıst dann 


(F*) F&(b, cos nz — a, sin nz). 


n=] 


Die n-ten Partialsummen von (F) und (F*) bezeichne man bzw. mit 
s.(2) und 0,(2). 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit einer Frage, die zuerst 
von Herrn ZL. Fejer in einer gleichbetitelten Arbeit (dieses Journal, Bd. 142 
(1913), pag. 165—188) aufgeworfen und für eine ausgedehnte Klasse von 
Funktionen auch beantwortet wurde. Nach einem bekannten Fejerschen 
Satz konvergiert das arithmetische Mittel der ersten n Partialsummen von (F): 


S+s,(2) +--- + Sulz) 
n+1 





gegen 
fa +) +l@-0) 
2 





*, Verfasser ist am 30. XI. 1918 gestorben. Das Manuskript vorliegender 
Arbeit ist schon 1916 eingereicht worden. 
** „Integrierbar“ und „Integral“ sollen in dieser Arbeit stets im Lebesqueschen 
Sinn verstanden werden. 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 3/4. 15 
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an jeder Stelle x, wo diese beiderseitigen Grenzwerte der Funktion, f(x+ 0) 
und f(x—0), existieren, d. h. wo die Funktion stetig ist oder eine „Dis- 
kontinuität erster Art‘“ besitzt. Herr Fejer fragt nun: Wie können diese 
Werte f(x+0) und f(«—0) selbst bestimmt werden? Er bemerkt, daß 
dazu die Bestimmung des „Sprunges‘ 
D, = f(x+ 0) — f{x—0) 
genügt, und gibt zur Bestimmung dieser Größe a. a. O. zwei Methoden. 
Erstens zeigt er, daß 
D,= lim (s(@+ 2, (3) 


n= © 


ist, wo g irgendeine positive Wurzel der transzendenten Gleichung 


bedeutet; zweitens, daß 





D, = T, lim | 0, (x) 22 0,(%) nt =) 


ist. Dabei wird aber die wesentliche Beschränkung benutzt, daß f(x) 
von beschränkter Schwankung sei*). 
Ich kann nun die Fejersche Frage ganz allgemein für jede inte- 
grierbare Funktion beantworten, und zwar durch den folgenden Satz: 
A. Die Funktion f(x) sei im Intervalle (0,2n) integrierbar und 
periodisch nach 2n. Ezxistiert dann an der Stelle x der Grenzwert 
D, = lim ((«+h)— ch), 


h=+0 

80 ıst 
lim 9) _ 2: 
n=» l0g N 70 


Hier bedeutet o,(x) die n-te Partialsumme der zur Fourierreihe von f(x) 
konjugierten trigonometrischen Reihe. " 

Mit diesem und dem Fejerschen Satze über die arithmetischen 
Mittel gelingt es also, f{x+0) und f{«—0) gesondert zu bestimmen, ohne 
für f(x) mehr vorauszusetzen, als die Existenz dieser zu berechnenden 
Werte. 





*, A. a. O. führt Herr Fejer engere Voraussetzungen ein; die oben gegebene 
genügt aber, wie für die erste Methode von ihm selbst, für die zweite von Herrn 
P. Csillag bewiesen und mir mündlich mitgeteilt wurde. | 
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Aus A. folgt übrigens unmittelbar, daß (F*) an jeder Stelle eigent- 
lich divergiert, wo die Funktion einen Sprung hat. Diese Tatsache hat 
Herr A. Pringsheim in seiner Arbeit: ‚Über das Verhalten von Potenz- 
reihen auf dem Konvergenzkreise‘“ (Sitzungsber. der Bayr. Akad., math.- 
phys. Kl, München 1900) bewiesen, die zuerst den Zusammenhang der 
Stetigkeitseigenschaften der Funktion mit den Konvergenzverhältnissen ihrer 
konjugierten Fourierreihe verfolgt hat. 

Der Lebesgueschen Verallgemeinerung*) des Fejerschen Satzes über 
die arıthmetischen Mittel der Fourierreihe analog kann Satz A folgender- 
maßen verallgemeinert werden: 

B. KHxsistiert für eine Stelle x eine Zahl D, derart, daß 


a8 
lim u | Narn Me — D,di=0 
ist, so 1st 





Wie aus einem bekannten Lebesgueschen Satz **) sofort folgt, exi- 
stiert diese Zahl D, und ist =0 überall, höchstens die Stellen einer Menge 
vom Maße Null ausgenommen; also: 

C. Für eine beliebige (integrierbare) Funktion ist — höchstens die 
Stellen einer Menge vom Maße Null ausgenommen — überall 


2. Ich gehe nun zu den Beweisen über. Nach Formel (1.) ist 
0,(%) -/ ro (sin (t—) + sin 2(t—z) +: --+ sinn (t—2)). dt 
0 


1 Zn—ı 


= f(t+ 2). (sin + sin2t + ...+ sin nt). di 


== „J Meta) (sin t+sin22+.--+ sin nt). dt 


- 2 ("(fe+t)—Na—%)).(sint + sint +.» + sinnt). de. 





*, Sur la convergence des series de Fourier, Math. Annalen Bd. 61. 
**) Lecons sur liintögration ete., Paris 1904, pag. 123—125, und Legons sur 
les series trigonomötriques, Paris 1906, pag. 13. 


15* 
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Nun ist 


t 
cos z —cos(n + Yz)t 





sinö+ sin?! + ---+sinni = A = 5 etg 5 - (l—cosmt)+35sinnt, 
2 sin - 
2 
also 
EA A 
0,(2)=- lt)» 3 etg z.(1— cosnt). dt+Jd,(x)*), 
wo wir 


| pt)=fa+t) — Ma —t) 
gesetzt haben und J,(z) nach dem Riemannschen Lemma gegen Null kon- 
vergiert; wir vereinfachen diesen Ausdruck noch folgendermaßen: 





| "rn — cost en 
0.(x) -1 J pl) 1+ un - dt -+ = | p(t). (5 ct 5") (1—cosnt). dt + d,(). 
0 0 


Hier ist das zweite Glied absolut genommen kleiner als 
258 1 t 1! 
2. Niaoi-zeteg - ;,.d, 


eine Größe, die von n unabhängig ist; wir brauchen also für unsere Zwecke 
nur das erste Glied zu untersuchen. Da, wie leicht ersichtlich, wenn 





= r t 
0 
gesetzt wird, 
. 107] 
lim ——*- 
n— » l0gn 
ist**), müssen wir — um A, zu beweisen — zeigen, daß 





*), S. die angeführte Arbeit von Pringsheim. 
**, Es ist nämlich 
u wi. n—1 (k+l)n 1 __ 
| 1 0 | 1 ME 5 1 N 
0 0 


"=; 











also wegen 


(k+1)n 
f (1— cosa)da = n, 
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' EEE Gi — cos nt 
lim ,, | 9 7" di=D,, 


d.h. 





(2.) im „, [7 (pt) — BB 7 u zu 


n=o ! 


ist, falls 
lim (p(t)—D,) = 0 


t=+0 
ist. Es sei nun & eine beliebige positive Zahl; wir bestimmen d>>0 derart, daß 


ylt)— D,<e für 0<t<0 
ist. Dann ist 


| "u ö A 
g Mpte (t) — BER 1 9 — c08 iu! | ir = f plt)—D, 1—eosnt 7, 
0 | De 2 





t 


1 Ms. 1— cos nt 1 " 2 
37 DI dt<er. | plt)—D, ; dt; 


t ; “6 
das zweite Glied konvergiert hier für n=» gegen Null, das erste ist die 
beliebige positive Größe e, also besteht tatsächlich (2.). 

3. Um B zu beweisen, müssen wir die Richtigkeit von (2.) unter 
der Voraussetzung erhärten, daß 
Banane 
ist. Wir setzen 


"h 
D(h)= | \yW)—D, .dt; 
0 


zu der beliebigen positiven Zahl e wählen wir nun d>>0 so, daß 


EN <e für 0 <h<d 


ist. Das Integral auf der linken Seite von (2.) zerlegen wir in drei Teile: 


& m 2 [ In dem ersten ist 





"1 — cose 1 1 
>| „ d 2 ae Sale 
bekanntlich ist aber 
1 1 
i + 2 nt ee log n 


also auch logn = wn. 
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n n 
2 sin? - t 2 sin =t 
m... RER IN EN 


also ıst dieser Teil 


(3.) <n ""p)—D,dt=n®(?) <—n.e, 


Für den zweiten erhalten wir 


| $ <2 Er un —De| qu, 


'n/n n/n 


und durch eine partielle Integration weiter 


<2 [20] +2 SP 


re/n 
(4.) <2.+2: | ® a 2: (1+logcd/n + logn). 
r/n 
Der dritte Teil ist 
(5.) f <:feW-D.d<}®(m. 
y|=3, UzG 


en gibt (3.), (4.) und (5.) 
f (4 en dt | <2e ‚logn 42 n/2+1+logö/n _ 125m) 


DR @, 0 6 





Für n= w ist der EN der rechten Seite (wegen logn = w,) = 28; 
da & eine beliebige Größe war, ergibt sich (2.). 

Satz B. enthält natürlich A., ich hielt es aber für lohnend, den 
ganz einfachen Beweis für A. vorauszuschicken. 


j! 


\ 
| 
| 











Einige Anwendungen der hydrodynamischen Theorien 
von Kirchhoff-Clebsch. 


Von Herrn Ol. Olsson in Örebro (Schweden). 


1. In ihrer umfassenden Arbeit Natural Philosophy zeigten Thom- 
son und Tait die Anwendbarkeit des Prinzips von Hamilton auch bei der 
Behandlung von Fragen in der Hydrodynamik starrer Körper; Kirchhoff 
bewies dann die Fruchtbarkeit dieser Anregung, indem er neue elegante 
Formen der Differentialgleichungen der Bewegung starrer Körper in vdealen 
Flüssigkeiten ableitete*) und sich dabei auf das erwähnte Prinzip stützte. 

In seiner Abhandlung Über die Bewegung eines Körpers in einer 
Flüssigkeit**) gab Ülebsch diesen Bewegungsgleichungen eine andere, für 
die praktische Anwendung noch zweckmäßigere Form. 

Diese Gleichungen will ich für das folgende zugrunde legen. Es 
handelt sich dabei um die Untersuchung von einigen Fällen der Bewegung 
starrer Körper in idealen Flüssigkeiten, unter der Voraussetzung, daß der 
Körper durch eine oder mehrere in demselben Augenblick wirkende Stoß- 
kräfte in Bewegung gesetzt worden ist, aber daß nach dem Stoße keine 
äußeren Kräfte wirken. Ich werde einige besondere Fälle angeben, bei 
denen man von den Differentialgleichungen der Bewegung, außer den schon 
von Kirchhoff und Clebsch abgeleiteten Integralen, noch zwei neue erhalten 
kann, wenn man nur eine gewisse einschränkende Bedingung hinsichtlich 
der Bewegung des Körpers im Anfangsstadium als erfüllt voraussetzt, eine 





*) Über die Bewegung eines Rotationskörpers in einer Flüssigkeit, dieses Jour- 
nal, Bd. 71 (1870). 
**, Math. Annalen, Bd. 3 (1870). 
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Bedingung, der in vielen Fällen genügt werden kann. — Schränkt man 
die Freiheit der Anfangsbewegung noch durch- eine weitere Bedingung ein, 
so kann man sogar in einigen Fällen die vollständige Lösung der Bewe- 
gungsprobleme durchführen. 

Weil ich sie für die folgende Untersuchung brauche, will ich erst noch, 
hier in einer etwas veränderten Form, einige von mir*) früher abgeleitete gemein- 
gültige Sätze anführen, die aus der Ävrchhoff-Clebschschen Theorie herfließen. 

Diese Sätze sind von einem gewissen Interesse, da sie dazu dienen, den 
Bewegungsverlauf der Körper je nach ihren verschiedenen Formen und ihren 
verschiedenen Anfangsbedingungen in den Hauptzügen zu veranschaulichen. 


A. Allgemeine Bewegungsgleichungen. 


2. Wir beziehen. die einzelnen Teilchen des beweglichen Körpers 
teils auf ein in ihm festes, rechtwinkliges Koordinatensystem OX, OY, OZ, 
teils auf ein im Raume festes System 08, on, o& und bezeichnen die Ge- 
schwindigkeitskomponenten von O längs den Achsen OX,OY,OZmitu, v, w 
und die Winkelgeschwindigkeiten des Körpers um diese Achsen mit ?, 9, r; 
endlich nennen wir die kinetische Energie des ganzen beweglichen Systems 2T. 

Wenn keine äußeren Kräfte auf den Körper oder die Flüssigkeit 
einwirken, sondern der Körper nur durch eine oder mehrere gleichzeitig 
wirkende Impulsivkräfte in Bewegung gesetzt worden ist, so nehmen die 
Kirchhoffschen Bewegungsgleichungen folgende Gestalt an: 

A | 
daöu Tau 
doT oT oT 
aa "au Pow’ | 1.) 
doT oT oT 
du Pan Tan’ | 

oT oT oT oT oT 

öp ZZ AHTH Te 
T 

un un t a (l,.) 

TOT _ 02T, „a7 _ 29T, 

r OV ou oq °p 








En De Er 
SL © 


J 





*) Über die Bewegung fester Körper in Flüssigkeiten, Archiv für Mathematik, 
Astronomie und Physik der K. Schwedischen Akademie der Wissensch., 1904, S. 548-552. 
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Diese Gleichungen haben die drei Integrale 


ar: "a 
Are (1,.) 


oTaT aToT, aTor_ 
ouöop  Ovdga  dIwdr . 
Nach Kirchhoff hat man noch die folgenden sechs Integrale des 





vorliegenden Bewegungsproblems: 


oT oT oT 
0 u Tr 0 FD 0 dw kı; 


ur Er  , . j 
Pız, + Ps 3, tz, = k; (2.) 


oT oT OT ,, 
Nnatrratrnaunk: | 


oT oT oT 77 ! 
tra, taz, hr H—k Z; 


oT oT 4 on 
a tray thai rhz—k =; (2..) 


oT oT oT rm 
Kr +17, = +WE—kA; 


(l, m, n, k,k', k'’,1,,2',l’’ Integrationskonstanten) 
nebst den Gleichungen 





= Ur U + mW; 


dt 
dH 
di = Bu+Psv + Pu; (3.) 
dZ 





I  YyıU Fr YeV + YW. 


Hier bezeichnen £, A, Z die Koordinaten des Ursprungs O in dem 
Systeme 05, on, oG und «,, ß,, y, (v =1,2,3) die Richtungscosinus zwischen 
den Achsen der beiden Systeme OXYZ und o£n£. 

Ohne die Allgemeinheit der Bewegung zu beeinträchtigen, kann man 
die beiden Integrationskonstanten k, und %k’ gleich Null setzen und X” 
positiv annehmen; denn hierdurch trifft man nur Verfügungen über die 
Richtung der o{-Achse. Demzufolge wird m? = k'”?, wie man durch Qua- 
drieren und Addieren der Gleichungen (2.) findet. Also kann man k”’= + m 


setzen, wenn unter + m der positive Wert von Vm® verstanden wird. 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 3/4. 16 
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Ebenfalls kann man es erreichen, daß /, und /’ verschwinden, wenn 
man in der #n-Ebene den Ursprung o des Koordinatensystemes $n75 geeig- 
net wählt. 

Der in diesen Gleichungen auftretende Ausdruck der lebendigen 
Kraft 2T ist eine homogene Funktion zweiten Grades in den Geschwindig- 
keitskomponenten u, ®, w, P, q, r: 


2T = c,1u+ 205uUV + 205UW+ 204UPp+ 2c5uUg + 2cuur + | 
+ 690? + 2059W + 204VP + 205994 + 2cgUr + 
+ 6W? + 204 wWP+ 205, Wwg + 2cyur + 
+ Cup? +205PQ +20upr + 
+ 659° +2cougr + 
+ Ct”, 
wo die Koeffizienten c,,, (A, u =1,2,...6) von der Form des Körpers, seiner 
Masse und deren Verteilung und von der Dichtigkeit der Flüssigkeit abhängen. 
3. Wenn man jetzt durch die Definitionsgleichungen 











ur Ki. 
21 au? yı = 5° 
oT oT 

7 5 Ya = ög’ (5.) 
er u ME 
.äu HT är’ 

woraus man folgert, daß 

En oT BE e 
> "Er 7% 
oT oT 

rs IT (5,.) 
OÖXz Oys 





ist, die Olebschschen Variabeln z,, y, einführt, so kann man 2T nach (4.) 
und (5.) als eine homogene quadratische Funktion von z,, y, schreiben: 


2T =a,% + 24,3%, % + 20,5%, %5 + 204%, Yı + 205 %ıY + 20% Ya + 
+ 00 + 2Q19T; + 2a Yı + 20 %gYs + 20 0Y; + 
+ 005 + 20,25 Yı + 240g 43 Ya + 205503 Y5 + 
+ auf +20 YıYa + 2 Yıys + 
+ Ay + 20 YaYı + 
+ 045 | 


" 


(.-) 
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wo die Koeffizienten @,, aus den Konstanten c,, (A,u=1,2,...6) zu- 
sammengesetzt sind. 


Die vorigen Bewegungsgleichungen und Integrale nehmen dann fol- 
gende Gestalt an: 





ER ER. 
a, Frä 
ee hl: | zei ) AN E (6.) 
dran Yeay, + ray, 
(a, P,Y - 1, 2, 3) 
2T=|]; 
a +2 +2 ei (61) 
Hy tr oyyt Gy=n; 


4% + %%t+ X = 0; 
PıXı + Porz + P3%; = 0; (7.) 
Yılıt Ylat Y%=M. 





Wenn man die Gleichungen (7.) mit «,, ß,yı bzw. mit «,, fs, Ya 
bzw. mit «,, f,,y; multipliziert und dann addiert, so erhält man 


Ba, a 
Bam Su. Zu 


und weiter wegen (2,..) und (3.) 


Lg 


’ n”= (7,-) 


SS 


Hyraytrasy=+tmH; | 


8. 
By+Ay+ßa=—mE | (8.) 


und 
dE oT oT oT 
u ra art zz ei 
dH oT „oT ar | 
di” ßı dx, + Ps dr, KErE 





(9.) 


Die Koordinaten des in dem beweglichen Körper festen Punktes O 
Sind durch die Gleichungen (8.) und (9,.) bestimmt, und würde man noch 
die Richtungscosinus «,, ß,, 7, kennen, so wäre die Lage des Körpers im 
Raume in jedem Augenblick völlig gegeben. 


Be oT ar; en 
ad ta taz) 


Man kann die Lage des beweglichen Körpers auch durch die Koor- 
dinaten 5, H, Z zusammen mit den Eulerschen Winkeln 9, $, f bestimmen. 


16* 
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Die Richtungscosinus «,, ß,, y, sind mit diesen Winkeln durch die 
folgenden Relationen verbunden: 




















= —cospycosfcos9—sinpysinf; | 
= — cosypsinfcos#+ sing cosf; 
0, = cosysin d; (10.) 
P, = —sinpcosfcos# + cosgpsinf; 
„= —singpsinfcos#— cosgp cos; 
P, = sin p sin 3; 
y‚= cosfsın d; 
Y»=sinfsind; (10,.) 
Y= c084. 
Aus den drei letzten Gleichungen findet man wegen (7,.): 
cos 4= ”, sind= Vm’—ah. (11.) 
m m 
con] = sin tg/ =. (1],.) 
Den Winkel y erhält man durch Integration der Gleichung 
oT oT 
a 
oder 
“. = m Ya U (12.) 


B. Grundformeln. 


4. Wir wollen hier vier neue Größen T,, T,, T,, 7, durch folgende 
Gleichungen einführen: 


‚_1 089 ,p _1 sup pn _ la a fi 
1,=. wa ut er; I= m %; C08@; T,= —, m 2;sıngy; (13.) 


hieraus folgt 





Bu 
+ TH 


m® ım2 3° 
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Die Hilfsfunktionen 7, (s= 0,...3) enthalten nur die beiden Va- 
riabeln z, und 9, und da z, und sich in allen Fällen, die wir im fol- 
genden behandeln werden, durch die unabhängige Variable i ausdrücken 
lassen, so können die 7,-Funktionen selbst in diesen Fällen als explizite 
Funktionen der Zeit dargestellt werden. 

Mit Hilfe der Größen 7, kann man die in (10.) angegebenen Aus- 
drücke von «,, 9, folgendermaßen schreiben: 





4=—%T,—mzT;; 

%=—-%%T,+mz, T; | (14.) 
= T;; 
A=-%%T,+maT,; | 

R=—-55 T, muT; } (14,.) 
P=T;; 


und die Gleichungen (8.) lauten dann: 

+mZ=+2(n— 2%) T, — m (2Yı — Ye) Ro — Yls; | 

+ mH=— 2(n — 23%) T, —m (@Yı — 21%) Tı + % Tr. | 

5. Man kann ein klares Bild von der Art der Bewegung eines 
Körpers im Raume erhalten, wenn man die Bahn des Ursprungs O stu- 
diert und gleichzeitig ermittelt, wie die Achse OZ des Körpers im Raume 
schwankt. Letzteres geschieht, indem man die Variation des Winkels 9 
bestimmt. Um nun eine gute Vorstellung von der Bahn des Punktes 0 im 
Raume, der Raumbahn von O, zu erhalten, untersuchen wir die Bahn des 
Projektionspunktes O, von O in der festen £n-Ebene; O, bewegt sich dann 
längs der Projektion der Raumbahn in der &n-Ebene. 


(15.) 


Wir bezeichnen zu diesem Zwecke den Radiusvektor der Projekti- 
onskurve mit R und mit V den Winkel, den R mit der positiven n-Achse 
bildet. 


Man findet dann zufolge (15.) 
4 ( Pe] 











m! R = 5° -+ H?) = 
n—% u —n 38 ( Fir 2 
Er = u — Vm— 2 y| + m? Seh, a 
oder 
m'R = (n 2; — m? y3)? + m? (3 Yı — %ı Di (16.) 





2 2 
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Man kann diese Gleichung in eine noch einfachere Form bringen. 
Wegen der Identität 


my a) it tyn) - May t ay) = 
= "’— 3) y +) —(n — 5%)” 
erhält man nämlich 


m"R=-y+y+y—n”, wo "= -. (16,.) 


Wir wollen außerdem noch eine Formel von grundlegender Bedeu- 
tung für das Studium des Bewegungsverlaufes der Körper hinzufügen. 


Man hat 


E 
tgV = H’ 


woraus sich - ‘ 
1+itgV er H+iE u L,(N—23Y)(To—iT,)+ m (2%, —uYy)(To—tT))—y%(T,—iT,) 2 
1—-itgV H-iE 1(n—13Y)(To +3T,)—im(23Y, —&, y)(To+tT,)—Yz(T, +tT;) 
BL... Aue isingy „Is (NM— 345) + 3M (LeY, —%, %)—Y(m’— 3) 

c05g + sing ana) = Em m) 


ergibt; diese Relation kann in einer der folgenden Formen geschrieben werden: 

















ni 1, ,(n2s—m’y;) + iM (X, Yyı — 21 Y,) 
ser v2 2i log (nz —- m? y,)—im(2,Y, — Yo)’ 17.) 
oder 
Yy, —ı& 
tg (V+Yy)=m ae: (17,.) 


Die Gleichungen (16.) und (17,.) können auch durch folgende Rela- 

tionen ersetzt werden: 
%Yı — &Y = mR sin U Vm?— x#, 
n2, — my, = m?R cos U Ym’— a? , (18.) 
w Ü=-V7+ p. | 
Diese Formeln enthalten, wie man sieht, die Gleichung der Projek- 
tion der Raumbahn des Punktes O auf die $n7-Ebene, und die Gleichungen 
der Raumbahn selbst bestehen aus (9,.), (16,.) und (17.) zusammen mit (12.). 
Wenn man mittels der Integrale (6,.) in (16,.) und (17.), oder in 
den Gleichungen (18.) die Variabeln z,, y, eliminieren kann, so erhält man 

ein Ergebnis von der Form 


“Rn 





F(R,U)=0, (18,.) 
Der Projektionspunkt O, bewegt sich also längs dieser Kurve, während 
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die Kurve selbst sich gleichzeitig mit der Winkelgeschwindigkeit 2 um den 


festen Ursprung o dreht. 

6. Es ist klar, daß die oben abgeleiteten Formeln bei der Unter- 
suchung, wie der Körper sich im Raume fortbewegt, von Bedeutung sein 
können. 

Wir wollen z. B. annehmen, daß die Form und die Anfangsbe- 
wegung des Körpers und die Lage des Koordinatensystemes O0, X, Y, Z 
solche sind, daß die Variabeln x, und y, periodische Funktionen der Zeit 
sind, und zwar sämtlich mit der Periode 2. Während jedes solchen Zeit- 
intervalles erleiden sowohl die Koordinate Z als auch der Winkel 9, und 
infolgedessen auch der Polarwinkel V, konstante Veränderungen, während 
der Radiusvektor periodisch zwischen einem kleinsten und einem größten 
Wert (R’ und R’”) hin und her schwankt. Die OZ-Achse des Körpers 
aber bildet mit der im Raume festen oÜ-Achse einen Winkel 9, der wäh- 


’ 


° T T 
renddessen zwischen den Grenzen arc cos = und arc cos = - schwankt, wo a 


und z/ die R’ und R’” entsprechenden Werte von z, sind. 


Schon aus dem bisher Gesagten geht hervor, daß der Ursprung 0, 
das Zentrum des Körpers, eine schraubenförmige Bahn ım Raume beschreiben 
wird. Diese schraubenförmige Bahn wird vollständig von zwei konach- 
sialen Zylinderflächen mit kreisförmigen Querschnitten eingeschlossen, deren 
gemeinschaftliche Achse die o&-Achse ist und deren Halbmesser bezw. 
R' und R’ sind. Die Bahn berührt wechselweise diese Flächen. 


In gewissen Fällen können die Zylinderflächen in ein ebenes Band 
übergehen, das in einer durch die o&-Achse gehenden Ebene liegt und von 
zwei mit der Achse parallelen Geraden, z. B. L’ und L’’, begrenzt wird. 
In einem solchen Falle, der bei V = const. eintritt, bewegt sich also das 
Zentrum O des Körpers dauernd in einer und derselben Ebene, und zwar 
innerhalb des Teiles dieser Ebene, der zwischen den Geraden ZL’ und ZL’’ 
liegt, welche während der Bewegung wechselweise von O berührt werden. 


7. Ich will in diesem Zusammenhange noch eine allgemeingültige 
Formel ableiten, mit deren Hilfe man den Winkel w berechnen kann, den 
die Tangente in einem beliebigen Punkte der Projektionskurve der Raum- 
bahn in der #n-Ebene mit der positiven &-Achse bildet. 














122 Ol. Olsson, Anwendungen der hydrodynam. Theorien von Kirchhoff-Clebsch. 


Wenn man in die Differentialgleichungen (9.) mittels (14.) und (14..) 
die Größen 7, einführt, so erhält man 











dE oT oT oT oT oT 
m a a) Tan (a ta) Tot Te 
dH oT oT oT 
Fra (m 5, — 3) To (25: 1, 1 ng) Tı+ Ts. 
woraus sich 
oT oT 
. IE in "on, "on, 
SInp,— 089, = Te per 
oT oT oT 
IE, np _ ‚nm 7% 5.) — ce, 
cos op dt sın @ Fr == -—- Ym—z: 
ergibt; hieraus folgt 
oT oT 


us Mi 

e Of, Om, 
dan lan ia mer ED 
Iz (m, +2 )— (m PL 


(19.) 





wodurch jener Winkel y bestimmt wird. — 
Gilt speziell, wie es in verschiedenen Fällen zutrifft, die Relation 


oT oT 
ve Or, iu, pn 


so ergibt sich die bemerkenswerte Gleichung 
» Az (19,.) 


=0, (19..) 


C. Koordinatentransformation. 


8. Wenn man das Problem der Bewegung starrer Körper in ide- 
alen Flüssigkeiten behandeln will und zu diesem Zwecke die Integration der 
Bewegungsgleichungen (6.) in deren allgemeinster Form zu bewerkstelligen 
sucht, wobei die lebendige Kraft also durch (5,.) gegeben ist, so bestehen die 
größten Schwierigkeiten darin, daß die Gleichungen eine so große Anzahl von 
Gliedern enthalten werden. Es erschienen bei der Integration die Schwierig- 
keiten so groß, daß es bisher nur in einigen Fällen gelungen ist, dieselben 
zu überwinden; diese Fälle sind durch eine besonders einfache Symmetrie 
hinsichtlich der Form und der Massenverteilung des Körpers charakterisiert, 
oder auch durch gewisse einschränkende Bedingungen bezüglich der Frei- 
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heit der Anfangsbewegung und durch spezialisierende Relationen zwischen 
den Konstanten a,, gekennzeichnet. 

Jedoch kann man die Anzahl der Glieder in den Differentialgleichungen 
und damit auch die Schwierigkeiten bei der Integration etwas verringern, 
wenn man nur, je nach den verschiedenen Fällen, das im Körper feste Koor- 
dinatensystem, das wir im folgenden mit 0’X’ Y’Z’ bezeichnen wollen, in 
zweckmäßiger Weise transformiert in ein neues System OXYZ. Die dem 
ersten Systeme entsprechenden Bewegungsgrößen bezeichnen wir mit 
u,v,w,p,g,r,«,y., sodaß der Ausdruck der lebendigen Kraft so 
aussieht: 
2T’ = a2) + 20152725 + 20132173 + 2042 Yyı+ 201521 Yet 201621 Ys - 

+ a + 2agagra + 2ayanyıt 2aps2oyo+ 2a teys+ 
+ Ga +2aaaYyıt 20a Yya+ 2a ta yot 
+ auyı +2asYyıya + 2agyıya+ 
+ Gy + 2apoyayat 
+ Ag Ya. 


Die Koordinaten des Ursprung O im ersten Systeme seien 


 (20.) 





— 2, —Yo —%. Bezeichnet man ferner die Richtungscosinus zwischen den 
beiden Achsensystemen mit «/, /}, y,, so hat man die folgenden Rela- 


tionen: 
u=uW+Yyr — 4; Pay +Adatyr; 
v=-vV+zpP —mr; g=wp+ßdltyr; , (21.) 
v=-wW +7 —yYp; r-optßgtyrs 





Denken wir uns nun die lebendige Kraft (4.) mittels der Glei- 
chungen (21.) als eine Funktion von u, v’, w', p’, g’, r’ dargestellt und be- 
zeichnen wir den so entstehenden Ausdruck mit 27T’, so erhalten wir die 
Gleichungen: 

oT _oT. oT _oT, oT _OT, 
ou Hu’ MW Dv’ 9wW öw 
oT oT oT, „oT, ‚et, ‚or 
ET ul Br Tas r 7 Ber Ta 
O7 - OT -,8T „OT, „0. „ot 
u runter th ar 
oT ‚oT ‚oT ‚oT ‚oT ‚oT 
FI Tele PER SE TEE rau 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 3/4. 17 











oder 


! ! ’ 
zen; Yu ven (22.) 


Yı a %,%g — Yoly +0, Yı a Ya + 0545; 


%= Tod — 2% + Pıyı + AayYa + Pays; ; (22,.) 





Y=Ylı — Re + Yıyıt YaYya + Y%- 
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Werden diese Werte für z,, y, in (20.) eingeführt, so nimmt die 
kinetische Energie des beweglichen Systemes die in (5,.) gegebene Gestalt 


an, und dabei haben dann die Koeffizienten a,, folgende Werte: 


A = 41 + 20,0% — 241520 + AgeYo — 2 Age Yo2ot Ay 2; 

dpa= A — Ayo + Ag Yo+ (a, —4;;) 2, — Ugly Yo — Age Tg 2 un A Yo2o — A520; 

Ay Ay; + 45% + (de — Ayu) Y— Az; 29 — AoYo + Ag lo Yo— Ay; Tg 2 + Ass Yo 20; 

au (aut A, Yo — Ass 20) + (as+ Ag Yo— Ay; %)Pı + (as + Gy Yo— Ay 20) Yı5 
As (aut 9 Yo — Ass 20); + (Ast Ag Yyo—Ags 20) Ba + (Ais+ GgeYo— Ass 20) 72; 

Ay (a4 + Yo —Qy5 20) %+ (ars + Az Yo— Ass 20) As + (Ast AgeYo— Aye 20)73; 

Agg = Age — 2 Ag + 204204 gt — 2A lg2g + Ay 2 3 

Gy = Aga+ (A, — Ayo) — Au Yo+ Ay — Azo%y + AyoToYo+ Ass Tg 20 — Ay Yo 205 

du= (a4, — 00 + Au 0) + (O5 — Age to+ Og; a) Pı 7 (a — + As %)715 
Ay = (au — Ro + 0420) + (a — + A Ast (Ag — Age Xo+ 04625) Y3; 
Ag (Ay —Apely+ Ayı 20) + (Og: — App + 045 20) Ag + (Ag — Age X + Ay %)73; 
gg gs + 20 — 2a3,Y0+ Oyg % — 20,0% + Ay Yo; 

Ay (a4 + A — Au Yo)ıt (Ags+ Ayo — As Yo) Pit (get Ag%o — Ars %)Y13 

Id; = (a3, + Os %— AuYo) + (a5; + Ag % — Ay yo) B2+ (Age + Os dp Y)Ya; 
Ay (Ay + a5 —auYo)ag+ (Qg5+ Ay; — Ay; Yo) Pa + (Age + Gy %— Ay Yo)Ys5 
ua + aß + Agrı + 2 (a, Pı+ 0 Yı+ a ßıYı); 

Ay =(au 0: + ße +@oY2) %ı + (gta Pa +Qg6Y3) Pıt (Go z + aso a + ae y2)Y13 
A, (Qu 05 +04 Ps +Q46Y5) + (O5; + ag ßg+aeY3) Pı + (@is 3 +Q5ßs+ QgeY3)Y13 
I = Aug + aß + Ay + 2 (a4; 0 ßg+ Os @ya+ Ag, 9272); 

Age = (ag tas Bst @oY5) &et (Qi 5 + ass + Qg0Y5) Bat (as @s+ age ds + QgY5) Ya; 


’ 


I = Au a + Ay + Gt 2 (Q,; 0; ß;+ ya Ys + Age 3 Y3)- 


J 





(22,.) 


Weil zwischen den Richtungscosinus Relationen bestehen, erhält 


man die Gleichung 
Aut Ag5+ Age = + 5 + Age (22,.) 


Weil die Transformationsformeln (22.) und (22,.) sechs voneinander 


unabhängige willkürliche Konstanten, nämlich &,, Yo, 2, und die drei von- 
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einander unabhängigen Winkelkoordinaten, enthalten, so wird man im all- 
gemeinen durch Anwendung dieser Transformationen erreichen können, daß 
sechs Bedingungsgleichungen zwischen den Konstanten «a;, identisch erfüllt 
werden. Wie diese Koordinatentransformation am zweckmäßigsten zu ge- 
schehen hat, kann nur in jedem einzelnen Falle entschieden werden. 

Wir wollen im folgenden von obigen Transformationsformeln Gebrauch 
machen, und zwar zuerst bei der Bewegung von Körpern einfacherer Form, 
nämlich solchen mit bzw. zwei und einer Symmetrieebene; später werden 
wir die Transformationen auf das ganz allgemeine Bewegungsproblem 
anwenden. 


D. Anwendungen. 
I. Die Bewegung von Körpern in Flüssigkeiten, die zwei zueinander 
senkrechte Symmetrieebenen besitzen. 
9. Wenn die beiden Symmetrieebenen des Körpers als X’ Y’- und 
Y'Z’-Ebene gewählt werden, so hat die lebendige Kraft des sich bewegen- 


den Systemes den Wert 
2T=a, +27 + a7 + au Yyı + GYye + QgYs + 202, 95 + 2uyuazYı- (23.) 
Bezüglich der Form und der Massenverteilung des Körpers machen 
wir nun die einschränkende Voraussetzung, daß die Koeffizienten a,, zwei 
Bedingungen befriedigen, nämlich 
Q34 3 


[4 Br ! ! 2 / r ! A [3 a ve 
Ag = Ay + 2805 + EA; Ad; = Ay; woEe= al,’ (23,-) 


dann lautet der Energieausdruck: 
2T’=a,,2°+ (a1 + 2200 + age) + ag, + au (Yı + Y2) + 
+ @goYa + 20,001 Yys+ 2a 25 Yı- (23;-) 
Wir verschieben nun das Koordinatensystem 0’ X’ Y’Z’ parallel mit 
sich selbst, und zwar so, daß der Ursprung O0’ längs der 0’ Y’-Achse bis 


an einen Punkt Ogleitet, dessen Ordinate y, = Fr: ist. Die Transformationsfor- 
44 


meln lauten dann: 
un um a-n 
y=—EntY5 u=Ys patent 
und der Ausdruck für die lebendige Kraft vereinfacht sich zu 


2T= 4, (+23) + 023 + 20%, Y + au Yyıty)+t AgY3,  (24,.) 
17* 


(24.) 














wo 
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n N 2.'. Re rs n 8 het Zu 
I = FZEMHt Eidg; Ayg = gg —E Ag; Ayg = Ag Ellgp5 Ay Ays5 Agg = Agg. (24,.) 


Weil 
oT oT 
u” A4ı%ı + Aue Ys; =” Ay1%; a Agz bg; 
oT oT oT 
En = AuNı5 Oy, = dy4Ys5 Oys = (AypTı tr Oo Ya 
ıst, werden die Bewegungsgleichungen: 
de, 
1 CT Te T Ay4%y Ya — Ugg kg Yg; 
 Ütte 


Zr Ay + AglıYz — Au Yı5 


da 
7 = Au (8 Yı — %ı Ya); 


At = (a, — Ayg)%g%; . Ag % Ys 4 (Ay — Age) Yoals; 

dys 

=, = — (A — Ag)LT + Ars (ıYı — Pays) — (Ar — Age) Y3Yı5 
dy; 











(24;.) 


(25.) 


 (2,.) 





10. Diese Differentialgleichungen haben das partikuläre Integral 








(25;.) 


(26.) 


(26..) 


4 = 0 | 
und lassen sich hier dementsprechend in der vereinfachten Form schreiben 
Ar | 
7; = —b2,%, + 02 Ys; 
dx 
c FO a (2%, Yı — 2%.) 
Fr 2 Yı ı Ya 
und | 
dy, 
ze = — (0%; — ba, Ys; 
dy 
u = + 02% + ba,Yı, Ä 


wenn wir die Bezeichnungen 


a=a; db=ea,; 0=Ay— Ay 
einführen. 


(26,.) 
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Aus (26.) und (26,.) ergeben sich zunächst die Kirchhoff-Clebsch- 
schen Integrale 
| ++ =m; 
ZYyı rap =N; (27.) 
tat y)=l—am:-L, 
Aber man findet noch ein weiteres Integral, das Zeitintegral, denn 
man hat 





2 
2) = (BYyı — %Y%)” = (+) (yi +y) - a (z,Yı + %9,)° 


(7) = am: 3) (Lea) —atn, (27,.) 
woraus 2, sich als eine elliptische Funktion der Zeit ergibt. Mit deren 
Hilfe kann man dann die Lage des Zentrums O des Körpers in jedem Augen- 
blicke bestimmen. 


11. Wir wollen nun die Gleichung (27,.) etwas näher untersuchen 
und schreiben sie 


(7) = I,(m? — a2)(M — 22) — an?= F(z,), (28.) 
wo 


,=ac; M=-. (28,.) 


Aus dem ersten der Integrale (27.) folgert man, daß die Größe z, 
während des ganzen Bewegungsverlaufes zwischen — m und + m variieren 
muß, ohne jedoch diese Grenzen selbst erreichen zu können, wie daraus 
hervorgeht, daß man in einem solchen Falle F(+ m) = —a’n” hätte, was 
unmöglich ist, wenn wirklich eine Bewegung stattfinden soll. Wir er- 
halten also 

— M<G <+tm. 

Weil stets F(2,)>0 ist, F(-m) und F(+m) aber negative 
Werte haben, so ist es klar, daß die Gleichung F (z,) = 0 wenigstens zwei 
reelle Wurzeln haben muß, die wir 0’ und e” (eg <<e”’) nennen und die 
zwischen den Grenzen + m liegen. Da x, nicht nur im Bereiche — m»»» + m 
variiert, sondern auch stets zwischen den Wurzelpunkten e’ und e”’ schwanken 


muß, so erhält man 
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—- m<e<n <e"<+m. | (29.) 
Wenn man jetzt die Diskriminante gleich D setzt, also 


(m? + MP — 4 (mM ©") = (m’— M) + = D 
0 0 


} 





und außerdem die Bezeichnung | m) 
m+M=D 
einführt, so läßt sich die Gleichung . NEN schreiben 
dı,\? ' 
= l2-3 0 +VD]||#-5 (0 -VD|= Fr). (8.) 


Wir haben jetzt zwei Fälle zu unterscheiden: 


Il. 4 >0,d.h. 0, > a..- 

Aus (27,.) folgt, daß Z > 0 vorausgesetzt werden muß, weil a und c 
positive Größen sind; hieraus ergibt sich M > 0. 

Weil F(x,) immer positiv ist, wenn x, zwischen den Grenzen o” und go” 
schwankt, so muß man, damit eine Bewegung stattfindet, den Größen der 
Anfangsbewegung solche Werte geben, daß F(0)>0, d.h. solche Werte, 
daß 

l,m? M — a’n? > 0 (30.) 
wird. 

Hieraus folgt wegen der Identität 


D"=D+4 (mm — Tr). 


daß D’>D ist, und demnach ist D’>+ VD, weil D’ nach der gemach- 
ten Voraussetzung positiv ist. Hieraus geht hervor, daß alle vier Wurzeln 
der Gleichung F(x,) =0 reell sind. Von diesen vier Wurzeln liegen zwei 
außerhalb des Intervalles — m »+- + m. 

Wenn man also diese Wurzeln der Größe nach mit o,, 03, 0, 0, be- 
zeichnet, so erhält man 

9, <—- M< << <tm<m (30.) 
und die Werte der Wurzeln sind 
D’+VD D’-VD D'—-VD D’ +VD 

u „il Se, 2 ; G=+r > . FE, 2 ® (30,.) 


’ 














1. .<0dh a, <a 
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Wir setzen I, = — A, wo = 4(a,. — Ay) > 0 ist, und M’ = z 
0 
Hier kann L>0 sein, also auch M’>0. Wir wollen zuerst M’ — 0 


annehmen. 


Dann wird 
(2) = 2, (m? — 22) (M' + 2) — an? = F(a,), (31.) 
oder 
"= -2[2-!0+vD][2-!0-vDj], 
wo 
D’=m—M'; D=D"+4(m’M’— T). (31,.) 


Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle: 

a) A,m?M’ — an? >0. 

In diesem Falle hat die Gleichung F (z,) = 0 zwei reelle Wurzeln, o, 
und o,, die zwischen — m und + m liegen, weil F(0) >0 und F(+ m) <0 
ist, und zwei imaginäre, og, und @;. 

Die Werte der reellen Wurzeln sind: 





VD+D. VD+D' 


ER 2 Au . Sa > 








und die der imaginären: (31,.) 














Man hat außerdem 
- M<H<nr << n<tm (31,.) 

b) um’M’ — an’ <.0. 

Unter dieser Voraussetzung kann D>0 oder D<<0 sein, und 
zwar hängt dies von den Größen der Anfangsbewegung ab. Wir neh- 
men an: 

Wenn «) D’>0 ist, so wird D’>YD, und alle vier Wurzeln 
werden reell; ihre Lage ist gegeben durch 


e) -m< << <<, <t+tm; | 


32. 
a — M< A ZH <<<, <tm. aa 
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Wenn ß£) D’ <0 ist, so wird D’<— VD, und alle vier Wurzeln 
werden imagınär. 
Dieser letzte Fall kann bei keiner Bewegung der Körper eintreten, 


ebensowenig wie der Fall 
2. D<<0, wo auch alle Wurzeln imagınär werden. 
Im Falle M’<<0 führt man die Diskussion der Zeitgleichung 


ebenso wie oben durch. 
Wir wollen im folgenden die Lage des Zentrums O in einigen der 


oben angegebenen Fälle noch näher bestimmen. 


Der Fall I (u 0). 
12. In diesem Falle kann die Zeitgleichung (28.) so geschrieben | 


werden: 


a) = a) dm). ah 


wo g, und o, die in (30,.) angegebenen Werte haben. Führt man in die 
letzte Gleichung mittels 

= 0 +8 (33,.) 
eine neue Variable s sein, so erhält man 


[ ds 
’ Va—$)(1— 18) 





= Qt 9, 





wo 
0 


ds 
V(1 — 8) (1 — k? 3?) 








= <1b n=all; = 
0 
ist, wenn s, den Wert von s bezeichnet, der dem Beginn der Bewegung, 
d.h. z2,=2,,, entspricht, sodaß = E ist, woraus —1<s, < + 1 folgt. 
Hieraus geht hervor, daß die Konstanten g, und 9, reelle Größen sind. 


Wenn wir die Bezeichnung 
T=gt+% (34.) 
einführen, so erhalten wir 
Lg, = 0g INT. (34,.) 


13. Den Zulerschen Winkel p erhält man aus der Gleichung 
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= 
dp=am n up 
und hieraus ergibt sich 
id _.__vamn dr 
u no sndr—sn?’w & 


wo die Konstante w’ durch die Gleichung 
sn(w,k)=- (35.) 
03 
definiert ist; und also: 
pr 3 _ ame 
on (why FE, an (wr, FE, 
03 03 








woraus 
Vm® — 02 * Vo! — k? m? 
| en Ve: En _ sn w.eonw.dnw. 
03 
Es ist aber 
da,\? ds\? 
2) = gie 7) 
oder 


(m —)(M—z)—-n=gie(l—s)(1 Ast), 


und weil der Wert s= -- dem Wert 2, = m entspricht, so erhält man aus 
3 


dieser Identität: 





V m? — 93) (8 — met) = 9 
und infolgedessen 


.AMN N y ‚ 
—=snwcnwdnw, 
9103 





woraus 


T 
‚sno en dnw 


ipg=ipn—/' “ 
P Yo sn’t— snow 


92 
Wenn man bei der Integration Jakobische O-Funktionen anwendet, 


so erhält man 














ipy=i(lu+ ur) — 5 log Se ==, 
a ‚19%w), +2 9,(w — 9) ..10'%w) Eu 
HERTZ) 7 Bien 


Ehe wir weitergehen, = wir die Konstante w’ genauer be- 
stimmen. Es ist 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 3/4. 18 
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’ ds 
m “F Vı—s)(1—k28)’ 





Be 
ws’=-">0ist, akos?— ı1=" #0; RE Bed ie und 


03 03 0; 
wir können w = K—iw setzen, wo 


st! 









































ds ds E 
nn [ Ve-1a—Rs) > v1 —s)(1 —Kk?s)’ (36,.) 
d.h. wegen | 
gr; ET -efrZäcı | 
eine reelle Größe ist. Infolgedessen erhält man 
u. 182 BE 9,(T + io) 
TER (4, + 42?) 5 log 9,(T— io)’ (37.) 
er 19;(io). p' 9; (9, + io), 19 (io) : 
MH, = pr \ 9; (io) 92 7 9; l g 0; (9. -- io)’ I io, (io) (37,.) : 
und also 
; © (<1 io) 
ertiv — 2 ertutme, i 
Br (37,.) 
et — 9,(t +io) e’mtmr), £ 
OR (T — io) ) i 
Hieraus findet man weiter: je 
u 7% vsin p ayp’ (38. ) 


wo 
T’ = 91 — io)et'uten 4 (+ io)etmtmr); 
T’= 9,(T— iv)etwtaNn_ 9, (T +iw)emte; (38,.) 
P= 0,(T— iw) 0,(T+ tw). 
Schreibt man nun 
m’ — 25 = 0 (sn’w’ — sn’r) = 
_& 9% (wo) (d)— (Ol) _ PM), (ke +9, (w — 9) 


7 9: (0') @* (r) a a) 
woraus folgt 











VP 8 (0) 
Vm! — 2? = D. &(r 9 (r)’ wo De ae‘ (38,.) 
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so lassen sich die 7',-Funktionen (13.) folgendermaßen darstellen: 
































ie 3 (1) ‚otrtlurt+ ur) 9) : ren], 
= 2mD 6,G+io)” + 9, io)® ® 
T = 1 1 E 9 (r) et i(Mı + Art) PRW. 1 (z) era + | r 
7 i2mDL|O,(T-+io) 9,(T— io) . (39.) 
z 9. 
r u D 9,(r— io) ertwta: 4 9,(r+ io) ea +u, ei 2 
$ 2m L ©) ae Ey 
T 1 D Sl, +ilmt sr) __ 9(T+io) int m] 
= Zaml| 66) 6(@) I 
14. Setzen wir hier 
1 dx 910: 
Sen -up=. nn onıdnr, (40.) 


so erhalten die Koordinaten =, H des Zentrums des beweglichen Körpers 
die Werte 


mz=ngsnt-T, —mST,; 
; Zu m (40,.) 
mH=—nogsnt-T,—mST,. J 
Die dritte Koordinate Z erhalten wir wegen (9,.) aus 
dZz 
Zum 
oder nach iseibe: 


Z=Z,+n+trt+nD,logo(r), (40,.) 


= fa Ay, (2 +8) + a3325] = am + — 


wo 


x cg3 9' (4.) er co3 9" (0), SE ci 
g, mk? 0 (9,) ; 9, = 4ıM + me © (0) » 7 g,m 7% (40,.) 


Ferner können wir noch die Werte der beiden Zulerschen Winkel 
* und % anfügen: 


’ _—— 


= 








coo$ı =" nnd; 


40,. 
9,(t— io)et warm — 9,(r+io)eiwtm?) f (40,.) 


ie tg ._ OT — iw)ettW ta?) +0;(T+ io)e tw ta)" 

15. Könnte man nun den Wert des dritten Zwerschen Winkels / 

ableiten, so ließe sich die vollständige Lösung des betreffenden Bewegungs- 
problemes mit Leichtigkeit durchführen. 


Aus der letzten Gleichung von (11,.) ergibt sich nämlich 








18* 
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u. u — 
di Be N 
zog, aber oo = 





also 


2 d 
ni (m )G. 


Man hat aber die Identität: 


ee dı Mn dx, 
ri) (a ran) 


woraus nach Division mit (2, + i2,) (&; — i2,) = m’— 3 folgt: 





und also 








&, t+i2,= B,VYm? — 2. et"; 
wo die Integrationskonstanten B und B, konjugiert imaginär sind und der 
Bedingung BB, = 1 genügen. 
Aus der Identität (z, — 72) (yı + %Y2) =RıYı + Zaya + I (81 Ya — Refı) 
würde man dann schließlich erhalten: 


(41.) 
1 —iy= BYim!— ı2.c"'; | 


; n+tı8 _, 
Yı — ty = B "Fr par ; 
(41,.) 
’ ” n— is +if 
EN a 


Indessen begegnet man großen Schwierigkeiten, wenn man den genauen 
Wert des Winkels f abzuleiten versucht; ja, vielleicht ist dies eben nicht 


möglich [s. Gl. (45,.)], wenn man %,=0 oder n= = uw, als einzige be- 


schränkende Bedingung für die Anfangsbewegung voraussetzt, was in dem 
partikulären Integrale (25,.) mit enthalten ist. 

Fügtmannoch n=0Oals Anfangsbedingung hinzu, d.h. z, ,Yı,0+ 22,0 Y3,0 0; 
so läßt sich dagegen die Aufgabe, wie wir im folgenden zeigen wollen, 
ohne Schwierigkeit durch Quadraturen lösen. 

16. Die Behandlung der übrigen Fälle, (31,.) und (32.),, u. s. w., 
vollzieht sich in etwa derselben Weise wie in dem oben untersuchten. 
Der einzige Unterschied ist der, daß die Veränderliche x, in diesen anderen 
Fällen etwas anders ausgedrückt wird; so z. B. in der Gleichung (31,.) 
durch die Funktion enr, in (32.),, durch die Funktion dn r; bemerkens- 
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wert ist aber, daß sowohl der Winkel » als auch die Hilfsgrößen T, sich als 
Funktionen der Zeit ergeben, und zwar in derselben Form wie in dem schon be- 
handelten Falle. Man hat nur die Größe r etwas anders zu definieren; so 
wird man z. B. in dem Falle (32.),, dem z den Wert g,t+ 9, — K geben, usw. 

17. Wir gehen nun dazu über, die Formeln (16,.) und (17,.), (18.) 
und (18,.) auf den eben behandelten Fall anzuwenden. 

Nach (16,.) ist 

mR=n"— a, wo n’ = 50, 


und hieraus ergibt sich 


la: 
„ 9 
n”— — 05 
„ Yn’ ’ / a 
R’= Ru= ’ R =R,in = Fr m . 


Das Zentrum O des Körpers bewegt sich also dauernd in dem 
Raume zwischen den beiden kreisförmigen Zylinderflächen, deren gemein- 
schaftliche Achse die o&-Achse ist und deren Halbmesser R’ und R’’ sind; 


das Zentrum berührt hierbei wechselweise die beiden Zylinderflächen. Die 








Winkelentfernung zwischen zwei einander unmittelbar folgenden, in der- 


selben Fläche liegenden Berührungspunkten ist 4 u«,K, wie aus (17.) und 


(37.) hervorgeht. Während jedes dementsprechenden Intervalles 2 = ar 


9ı 
erhält die Z-Koordinate von O einen Zuwachs von v, (2. Der Winkel 9 


zwischen der OZ-Achse und der o&-Achse schwankt in der Weise, daß 


stets — ® <c 8 4<+ 3 ist. 
a——  :: 


Weil also die Z-Koordinate des Zentrums O und der Polarwinkel 
V stetig mit der Zeit wachsen, während der Radiusvektor immer Werte 
zwischen R’ und R’ hat, ist es klar, daß der Körper sowohl eine um die 
G-Achse kreisende als auch eine von der &n-Ebene her fortschreitende Bewe- 
gung hat, sodaß die OZ-Achse um die im Raume feste Z-Achse herum- 
wandert. Währenddessen beschreibt das Zentrum O eine Art schrauben- 
förmiger Bahn, die in ihrer ganzen Ausdehnung zwischen den oben ange- 
gebenen Zylinderflächen liegt. 

Der Projektionspunkt O, des Zentrums auf die &n-Ebene bewegt 
sich währenddessen längs einer gewissen Kurve vierten Grades, die sich 


ihrerseits mit der periodischen Winkelgeschwindigkeit = um ihren Mittel- 
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punkt o dreht. Wenn man in die aus (18.) abzuleitende Relation 


n2, = m®R cos U » VYm? — 2? 
den Wert 


n=- (m —m’R) 
einsetzt, so ergibt sich unmittelbar die Gleichung jener Kurve vierten 
Grades, eben die Gleichung der sich drehenden Projektionskurve: 

a(n?-+ m* R? cos® U) R’-+cm? (m’ -- m”) R? co® U=an”n". (42.) 
Die Gleichungen der Raumbahn des Zentrums O bestehen aus (40,.) und 
ne3asnt+iß, 

NO, sn T— iS’ 


> PAR. Vr' = - 05 sn? r. 


m 





? (42,.) 








Der Spezialfall » = 0. 
18. Die Voraussetzung n = 0 bedeutet, daß die Anfangsbewegung 
des Körpers so gewählt werden soll, daß die Beziehung 
“mt % = 0 (43.) 
zwischen den Anfangsgeschwindigkeiten stattfindet. 
Dieser Bedingung, zusammen mit der schon vorher gemachten Be- 
schränkung in der Bewegungsfreiheit 
=, (43,.) 


kann auf mancherlei Weise genügt werden; so z. B. kann die Bewegung 
des Körpers (man wirft ihn z. B. in die Flüssigkeit) mit 
1) nur Parallelverschiebung längs der O Y-Achse und keiner Drehung; 


2) ,, Ai e 2 iin . 

3) Parallelverschiebung „ ,‚ OZ- ‚ undDrehung um dieO X-Achse 

4) Rn on er #0 u a Zu 

5) « er “ er, 
usw. 

anfangen. 


Wir nehmen jetzt zuerst n< 0 an und berücksichtigen später den 
Wert n=0. 
Setzen wir 





r=Va(km®— 2)(L- ca) —a:n®, (44.) 
so ergibt sich mit Rücksicht auf die letzte Gleichung in (26.) und das 











mittlere Integral in (27.) 


und weiter wegen des Systems (26.): 


r (m? or —= bat (m? — 23) — ana % — r%,%.. 
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Führt man in Aloge Gleichung mittels der Gleichungen (7,.) und 


(10,.): 
x, = mcosfsnd; z,=msinfsind; 2,=mcos# 
die Eulerschen Winkel 9 und / ein, so erhält man zuerst 
dit, 


dj 
Em sinfcotY4 — cosf 7; 





r= mVac » Vsin® I (me COS :9) — m” 
und endlich: 


.. BB. an’ c0t$ — bm sin? 4 cos 


a Br 
ra Vsin®s e — m? cos? ) rin m” 








(45.) 


(45,.) 


(45,.) 


(45;.) 


Könnte man jetzt aus dieser Differentialgleichung den genauen Aus- 
druck für den Winkel f ableiten, so hätte man auch, wie wir schon be- 
merkt haben, die vollständige Lösung des vorliegenden Bewegungsproblems 


unter der Voraussetzung der Anfangsbedingung Y,, = 0 gefunden. 


Aber 


dieses Integral vollständig zu bestimmen, scheint mit großen Schwierigkeiten 


verbunden zu sein *). 


Führt man dagegen auch die Bedingung n = 0 ein, so läßt sich die 


Integration unmittelbar ausführen. 
19. Man erhält ag 





[ sin9d$ 
Sa” N + vu. 
wenn man 
ce ze 
en eu 


setzt. Wegen 


u. ,3 1 +sin/ 
= a 





*, Die Gleichung (45,.) läßt sich in die Form einer Rsceatischen transformieren. 


(46.) 
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f. singd4$ Ez sin9#d% 
+ VE -c083 17 Veoo894— U 


ergibt sich 


= + log (c0o89-+ iyYl; — co8?9) + konst., 





_ Aleoss +iV — 0089]? —1 














sinf= j 46,.)' 
j Alcos 9 +: — co? 9], +1 146.) 
wo die Integrationskonstante A den Wert 
es tehl fa Er 
4i= Tr co, + : Vl, — cos’Y, (46,.) 


hat. — Das Zestintegral erhält man hier aus der Differentialgleichung 


a8: ] 2 277 2 
u) (m? — 23) (m? — 25), wo bh =a(ag — Ay). (47.) 


20. Im Falle 
I. ag >a, d.h. e>0 und /,>0, muß notwendig LO sein. 
Wir unterscheiden nun folgende Fälle: 


.), Ei 
Wenn man der Gleichförmigkeit halber die Bezeichnungen einführt: 
9=m; G=gVh, \ (48.) 
wo - ,<- 9, << St9a<+to, J 
und wenn man 2,= 0, +s setzt, so erhält man wie in (34.) und (34..): 
% = 0g5NT | (48,.) 


und außerdem 





css=snt; YmM—- = gen; YU— co?9= Ldnr. (48,.) 


Weiter findet man 








d 
er =0, = 9, = konst. (49.) 
und 
cos 1, sin Bi; is 6% 2 
T,= 2 T, = er T,= cosy ent; T,= sin ent (49,.) 
und infolgedessen 
ig 1 y: 
HM — — — & + = _ . 
3 15 C08 Po dnı; H 7, Y „sin Yo dn (49,.) 
und Z=Z, tn +trvıt+ v,D,1log©@(r), 
wo die Konstanten »,, Y,,Y, Werte von der Form (40,.) haben, nämlich 
_1/e 9), ,_ WE. PER I 
„7 a 9(,) ’ Yı = Apr 59 (0) ’ ie 5 (49;.) 


Weil nach (17,.) 
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‚= 5 — (o = konst. | (50.) 


ist, so sieht man, daß die Bewegung die Eigenschaft hat, daß das Zentrum O 
des Körpers während des ganzen Bewegungsverlaufs in einer und derselben 
Ebene bleibt, nämlich in der, die durch die Anfangslage von O und durch 
die feste G-Achse geht. Und weil der Radiusvektor des Projektionspunk- 
tes O, den Wert 


R=1Y:-dn: (50,.) 


u y:; KK y: 
ER ai k a’ Rain PR k a 


ergibt, so folgt, daß das Zentrum sich zwischen zwei zueinander und zu 


hat, woraus sich 


der o&-Achse parallelen Geraden bewegt, die um ne y: voneinander ent- 


fernt sind und wechselweise von der Bahn des Zentrums berührt werden. 

Die Geschwindigkeitskomponenten des Körpers ergeben sich un- 

mittelbar aus den Integralen (41.) und (41,.), nachdem man darin den 
in (46,.) berechneten Wert des Winkels / eingeführt hat. Man findet 

u—-iv=Bent:e", | 

u+iv=B’enrt.et'; (51.) 








i (ö1,.) 
r= u, 
ayı 
wo 
— U, — ip er'h; B’ = %n + iv, eh; Ü BEE Po — 2 et'k, 
ENG eng Ang;  (51,.) 
0. Po +i% e-ih 4 
An ge ei 
Die einzige der Geschwindigkeitskomponenten, die eine periodische 


Funktion der Zeit ist, ist also w mit der Periode 2 = nd 


9ı 


Der Wert des Winkels f soll hier berechnet werden aus der Gleichung 


(sn: + “ dn ) -1 


ı —2io 
Alsnı +{dnr) +1 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 3/4. 19 


1— sinf, 


, WA=T nn, 


sin f= 





(ung, + zdng) ; (52.) 
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die beiden anderen Ewerschen Winkel sind durch die Gleichungen 
=, CSF=SNnT (52,-) 
gegeben; 9 ist also eine periodische Funktion der Zeit mit der Periode .2. 

I EEL . 

Diese Annahme bedeutet nur, daß die Rangordnung der Wurzeln 
0, und g, vertauscht wird, so daß man die Bedingung 

-  <-, << Sstoa<+tß 
erhält, und dem entspricht eine Lösung von derselben Form wie die 
soeben abgeleitete. 

co) 4=1. 

Diese Voraussetzung ergibt eine Gleichung cm’= L=1-—.a,, m? 
zwischen den Integrationskonstanten / und m, d. h. sie hat noch eine dritte 
Beschränkung bezüglich der Freiheit der Anfangsbewegung zur Folge; daher 
unterlassen wir die Behandlung dieses Falles. 

I. <a, dh.dh<0; „= —h= ac >0, wo = Aa, — As; 


das Zeitintegral wird definiert durch die Gleichung 
dr ’ 771 7 L 
(>) = +, —- Bd +B), wg=m; = ; VW = rt (53.) 


Weil hier c= a, — a, < 0 ist, können zwei Möglichkeiten eintreten: L>>0 
oder L<0. 


A) L>o. f 
Wenn wir die Differentialgleichung (53.) durch die Substitution 
I; = 03 yı—s | 
transformieren, so erhalten wir 


. ds 
J VA-®)A- 8) 





=gt+g9=Tt, 








3 4 
(53,.) 











’ 


8, 
d Vo? — 2? 
= / S ‚9= 03 — 73,0 
JNI-SA-Re) 05 


woraus —1l<s,<+ 1 folgt, und alle eingehenden Größen werden also reell. 


Jetzt ergibt sich 


PR 


und cag9=cent; VYmM—t=-g,snt J 
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Der Eulersche Winkel f wird in diesem Falle gegeben durch die 





Gleichung 
bc APRRRE® TR... . : Je ‚w0‘= „Bil, eine reelle Größe; 
cos VW + 00829 Vbe' 


oder nach Integration: 

_ Aleos9 + Vi’ + co8 4%’ —1 
 Alcos#+ Vi” + ode +1’ 
wo die Integrationskonstante A den Wert 





sin 

















A= a (cos I,+ VW H 009% 
0 
hat. 
Nun findet man aber VI’ + co dn ı, woraus folgt 
Alenr+ Lane) -ı 
| entr+-anrt _ p 20’ 
| sin f= 2 ag wo A= long, + - dng,) .  (54.) 
Alenz + Lanr) +1 E— 
Weiter erhält man 
p_ _ 008 90 ee; _ sing 1 | 
I an8 one (55.) 


T,= 008 9, $nT; T,=sın g,: sn 
und infolgedessen: 


“ 1 „/e 
2-1 Coon gu-dar: H=-1VZ sin g-dnT; (56.) 


\ und außerdem 
| Z=Z4,H+n+rt+nD,logo(r), (56,.) 
wo 


o 8..(0 1 1/e 
cu ° 5-2 N; y=4Aı0 tr — es at ».=-+t k Vz (56,.) 
Die DS sind durch die folgenden Gleichungen 
gegeben: 
u-iv=Bsnt-e; | 
u+iv=B ieh (57.) 


w= Ag Og0NT; 





p—ig=ildnt.e"; EI 
p+ig= — il" dnr.e*''; 
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wo 


B ——— Up Re. er'h, B’  —— “rt + vd, e "hs 
SNG SN ga 





—i +0 _ 
Ga en UA, 


Der Bewegungsverlauf ist in diesem Falle von derselben Art wie 
in dem zuletzt behandelten. 

B) L<0. 

Wenn wir ’=—L>>0 setzen, so wird das Zeitintegral durch die 
Gleichung 


d,\? 
5) = — (9 2) (d — 5) (58.) 
bestimmt, wo 
TZ 7 L 
9 = Ps; vv; I, u 7" Kan (58,.) 
ist, und man hat zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden: 


a)d >11. 

Diese Annahme hat 3 < eo; <<. zur Folge, und es kann keine Be- 
wegung stattfinden. 

b)u<ı ’ 

Dann muß & <a5<-o% sein, und mittels der Substitution 




















FR ee "MR heizei <u u -8 (58,.) 
bringt man die Differentialgleichung in die Form 
. ds 
/ nzBazRa tt u 
wo 
_ r ds 
91 = 05 Vo; 92 = In — 9) (1— Ki)’ (69,.) 


d. h. eine reelle Größe ist. 
Setzt man hier 








=gt+%—K, (59,.) 
so erhält man 
= ur Be dnı; coa9=dnrT; Ym®!—d=ok-snt. (59,.) 
Zur Bestimmung des Winkels f ergibt sich die Gleichung: 
df ‚. sin#ds 








— = — (I. 
cosf Veoo® 3 — Wr ’ 





Br TE REITEE — 


TE MER FENSTER 





i 
i 
| 
\ 
e 
hi 
r 
F 
i 
8 
& 
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woraus 
A(cos$ +Veoo®4+— he" —1. Aldnr+kenr" —1 
sin f= Seit Mad m, 60. 
f A(cos 3 + Veos?I — a0’ +] Aldnı+kenı +1 (60.) 
wo die Integrationskonstante 
} 1 + sin fo —10’ 
4= 1—sinf (din + keng) ’ (60,). 
ist. Weil weiter 
0089 1, _ sin 1, ee 1 : Er 
T,= Fer, T,= 7 fr, T,= kcosy, «sn; T,=ksiny,-snt (61.) 
ist, ergibt sich 
e’ ip 
S=kYÜcosg- ont; H=kyesing,- en: (61,.) 
und endlich 
Z=Z,t+n+trt+rnD,logO(r), (61,.) 
_YyeT9@) _©% (0) | ha ‚ 90),  __ye 
wo Vo kg) y: Er 9; (0) K ’ v ey 4,1 03 + C 03 9 (0) ’ Va u” y: (61,.) 


ist, während die Geschwindigkeitskomponenten sich aus Gleichungen der 
Form (57.) — (57,.) ergeben. 

Die Integration der Bewegungsgleichungen in den übrigen Fällen 
läßt sich in ähnlicher Weise ausführen und gibt Ergebnisse von derselben 
Art wie in den oben behandelten Fällen. 


IL. Die Bewegung in Flüssigkeiten von Körpern mit einer einzigen 
Symmetrieebene. 


21. Wählt man die Symmetrieebene des Körpers als X’ Z’-Ebene, 
so sieht der Ausdruck der lebendigen Kraft folgendermaßen aus: 
2T =a1%+20,32175+ 205%, Yo+ Ggtz + 2a zz Yyı + 2a zYs + Ast 

+ 205273 ya + auyı + 2a YyıYat AssYye + Ay Yı-. 

Wir machen jetzt über die Form und die Massenverteilung des 

Körpers solche Voraussetzungen, daß die Konstanten a, den folgenden vier 


(62.) 


Bedingungen genügen: 





Ay = Gy + E (2a + Eay); 
a5 = — E(a, + 8a); (62...) 
45 = — (au + Eau); 
Ay; = Ay, 
wo _= “n \ (62,. ) 


! 
Er 
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Den dann entstehenden Energieausdruck 
2T’= [ag +2 (2a, +8ag)]27°—2e (a3, +80.) 21% —2 (a +EQ;6) 2 Ya+ Qya2; N (63.) 
+2 0,2291 + 209234 +a527°+ 2a, Yy ta (lY +Y2) +20 Yı Ya +QooYs” 
transformieren wir, indem wir das Koordinatensystem O’X’Y’Z’ in der 
X’Z’-Ebene parallel mit sich selbst verschieben, bis der Ursprung in die 
neue Lage O mit den Koordinaten 





H=—-5YM=0; = — — (63,.) 


kommt. 
Die Transformationsformeln lauten sodann nach (22..): 
un u =; 
Yalktyy pH Aut Y patent Ye | 
und der Energieausdruck nimmt die vereinfachte Gestalt an: 
2T=aa+n)+b +20 y,+a(y+9y)+2byY+ BY; (64.) 


(63,.) 


wo a=Q + &(2056+EQg)+2(a;, +20,,) 20 + a2 =Qg2 + (2a +80) ie (64,.) 
b=ay— a; O= At dt ea = ea; C = Ag. r 
Man erhält 
oT oT oT 
dr, du, aTcY; u,” 3 
OT oT oT (64,.) 
a, Ar b1Ys; öy, yo; a, arbıyı + CG%; 


und die Bewegungsgleichungen werden: 
dx, 


dt = —- (0, — b, %, Yı + a; IT; Yo — 0,%, 435 






a. | 
- = +0%%+b5b,%Yı + 41% — 4% Yı — di 83 Yo; (65.) 
= = + 4 (%%ı — &ıYa) + 5, 22 Y;;5 | 


d 

+ =+(a—5)u2, —c0%%+ 023% —biyıy + (u — G)YaYs; 

d 

” = — (a—b)nr, + ey + byi — (y — G)Yı9% — 9%; (65,.) 
d 

nen +by)% 





dt 


Die Differentialgleichungen haben das partikuläre Integral 
Y% = 0 (65,.) 
und lassen sich daher in diesem Spezialfalle folgendermaßen schreiben: 
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dx 

Fri = — Er u b, La Yı + (4, %3 Ya; 

d 

Fr = +0%%+ 5% Yyı — hEsYı5 (66.) 
dx 

1 a ayı - MN); 





d 

en = +(a — b)2,03 — 02, Y — bi YıYs; 

h (66,.) 
= -(-b5)ann + emyı + by 





Von diesen beiden letzten Systemen findet man die folgenden vier Integrale: 
atrntn=m; 


%ı Yyıt Ryı=N; 








— (a—b)2+ayY+yw)=-l-ım=L; (66,.) 
’ dr; 
—— = t. , 

’ / YRa, t+ kons 


FE ® 
a—b 

22. Ohne auf irgendeine nähere Diskussion dieses letzten Integrales 
einzugehen, was ähnlich geschehen könnte wie bei (28.), wollen wir nur 
bemerken, daß man auch in dem vorliegenden Rotationsprobleme die Ko- 
ordinaten des Zentrums des Körpers als Funktionen der Zeit darstellen 
kann. Man findet 


wo R(z,) = I, (m — 2)(M +23) — an’; W=a,(a—b); M= (66,.) 


dg  a,mn 
di” m’ (67.) 

und nachdem man aus dem obigen Integral den Wert von z, abgeleitet 
hat, erhält man nacheinander T7,,... 7, und &, H. Die dritte Koordinate 


ergibt sich aus der Gleichung 


t 
e m a—b /[' 
Z= + A Fat. (68.) 
0 
Die Koordinaten des Zentrums O können also auch hier unter der 
in (39.) — (40,.) angegebenen Form erhalten werden. Ebenso findet man 


den Wert des Winkels 3 aus 
co9-", (69.) 


m 


während die Berechnung des Eulerschen Winkels f, wenn n>0 ist, die- 
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selben Schwierigkeiten wie in dem schon behandelten Falle darbietet, da 
f gegeben wird durch die Differentialgleichung 
df 


175% cm? sin’$sinf-+ R rsinf+ n(b, cosf— a, cot9), 
1 


wo (70.) 








r= mVl, sin®3 (M + m? cos?9) — a, n”. | 

Wenn man dagegen die Anfangsbewegung durch die Annahme n = 0 

einschränkt, so kann man auch in dem vorliegenden Probleme den Winkel f 
unmittelbar als eine Funktion der Zeit ausdrücken. 


Der Falln = 0. 
23. Die Voraussetzung n = 0 bedeutet in dem vorliegenden Bewe- 
gungsprobleme, daß die Anfangsgeschwindigkeiten des Körpers nur solche 
Werte erhalten, die mit den gleichzeitig geltenden Bedingungen 


UPo + % = 0, | 
b Ts. 
= tt Pr | au 
in Einklang sind. 
Diesen Bedingungen kann man auf mancherlei Art genügen, z. B. 
wenn der Anfang der Bewegung ist 
1.) nur Parallelverschiebung längs der O X-Achse, ohne irgend eine Drehung, 
2.) „ ’ „ 2) OZ-Achse, „ „ E „ 
nn. . » » OZ-Achse, und Drehung um die 
OY-Achse, usw. 


Wenn man die Bezeichnungen: 


’ M c u „di (72.) 


=; 0= ; 
m? Va,(a— b) a, 


einführt, so erhält man wegen (70.): 








mM 














a AT sin9ds + #89 
sin Um’ + 008° 9 

und nach Integration 

1 1-+ cosf RB. n 2 ’ 

5 log ae an log {cos 9 + Ym’ + cos? 9] + 0’.9 + konst,, 
woraus 

0-9 _ N 2 20 
PR A-e [cos.# + Ym’ + cos? 3] (72..) 








A: &0'-9 4 [054 + Vm’+c0o®4]” 
folgt; die Integrationskonstante A hat den Wert 
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en enneseeeee 
[cos 9, + Vm’ + co829,| -e* %. (72,-) 





1 — cosfy 

Nachdem man hieraus mit Hilfe der Formel (72,.) den Wert des 

Winkels f* berechnet hat, erhält man die Geschwindigkeitskomponenten des 

Körpers aus Gleichungen der Form (41.) und (41,.).. Die Rechnung im 
einzelnen ist der im vorigen Falle durchgeführten ähnlich. 


IIL. Die Bewegung in Flüssigkeiten von Körpern ohne irgend eine Symmetrieebene. 


24. Wir wollen endlich die Bewegungsgleichungen für Körper un- 
tersuchen, die jeder Symmetrieebene ermangeln, und gehen zu diesem Zweck 
von einem Energieausdrucke der allgemeinen Form (20.) aus, nur mit 
dem Unterschiede, daß wir anfänglich die in den Ausdruck der lebendigen 
Kraft eingehenden Buchstaben mit a”, x”. y”’ bezeichnen wollen, so daß 


FE EN Ss N U DT 


2’ T= aun + 20:7, 2 + 20,0, 25 + 2Zauzı yı +» usw. (73.) 
ist, wobei dieser Ausdruck sich auf ein mit dem beweglichen Körper fest 
vereinigtes Koordinatensystem 0°’ X” Y’’Z’’ beziehen soll, dessen Achsen 
mit denen des vorher benutzten, im Körper festen Systems 0’ X’ Y’Z 


Winkel bilden, deren Cosinus wir «,',/',y, nennen. Dann transformieren 


wir den Ausdruck (73.) mittels Relationen der Form (22.) und (22..): 

d =, IL = 4, = 

Yan put Yyıt a Yy+ a Y; 

Yu —m + Pi Yıt Pe yet Ps Ys; 

yaya-anmatyı tr htrY 

wo —%,—%.,—% die Koordinaten des Ursprungs 0’ in dem Systeme 
0’X'Y"Z" sind. 

Die Konstanten a’,, des durch die Transformation entstehenden 


(74.) 





Energieausdruckes 27’ (a,.,x;,y,) werden mit den Konstanten a, ,,z,, 
Y%,%,0%,ß,,y, durch Relationen von der Form (22,.) verknüpft, und 
durch zweckmäßige Konstantenbestimmungen, d. h. durch die Verschiebung 
des Koordinatensystemes 0” X” Y’Z’’ in eine zweckmäßige Lage O’X’Y’Z', 
kann man es erreichen, daß die Koeffizienten a,, Werte annehmen, die 
gewissen, im voraus gegebenen, Bedingungsgleichungen genügen, wodurch 
der Energieausdruck 27’ vereinfacht wird und eine zweckentsprechende 
Form erhält. 

25. Bei der Transformation des Koordinatensystemes 0’ X" Y"Z" 
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wollen wir zuerst die Richtungen der neuen Achsen 0’X’, 0’ Y’,0’Z' fest- 
legen, und wir tun dies in einer solchen Weise, daß man 


a0; aut (75.) 
oder 
! [7 sE: WB [74 BR: „9: + #:::#8 1 [7 
(a0, +a,ßı TAgyfı )@ )&g +(a,a, +a ps +azyı Pa + (Q,60, +0; 4 +agYı )y 5 Ku 0; 
4 1 124 + ı [24 It _ N [73 [7 [24 tt rn 
(040 +asPı +asfı )ag +(aye) + aß, +asYı IPs + (are, +auß, +a Age ı )Ys = (0 
erhält. 


Wenn man jetzt diese beiden Gleichungen mit bzw. 
1.) «& und; 2.) f, und %; 3.) y und y 
multipliziert, so erhält man nach Subtraktion der linken Seiten und mit 
Anwendung zwischen Richtungscosinus a Relationen: . 


[2 [20 


Age rar Q45 a’ yi' 2 As; — LT „ fr rg : 
1.) 7,0 1 u: & ET Pi + — Pı Y +74 . 0; (76.) 
Ass A56 Ag 
7 „ Bu 


[24 
‚m u. a’ gr Age — Ay vr m nun 77) 3 
.., ta ta A + T—ar ia Weg =(0; (76,.) 
Ay A46 ass 
[2 [2 a. 


„ E 
3.) un al} 44 un bare. al’ e HL... 2" er PA A Ri My "0. (76,.) 











Ass a4 
Durch Addition der Gleichungen (76.) und 76, ergibt sich: 
„Q m ‚rn 
„» _ 0 —Pı Fo EU 
ee ‚m. ’ ° 
ac —A Pı 
wo (77.) 
„ [2 [2 [24 „ „ „ 
r _ MG A,  r_ Au —I As, vr AA (as 
BRETT 0 Te ER 
As Ass A46 Age A56 A ) 





ist, und wenn man alle drei Gleichungen (76.) — (76, ) addiert, erhält man 


\ nr an (ie 7 7 m\ ar 
(= + a) 0 Pi . (+ a); 4 Won (7 aus +4 ı") 1 y. =(. 
Ass Ass 
Wenn man hier den Wert vony, einführt, so erhält man für das 


PR 


Verhältnis ° FR die Gleichung 
1 
"9 


mg r 2 
„m a a a Ad bı = a — b! ’ a ZZ, Sn 0 8, 
b, (37) + (a,b; q; b, b, ) (47) + (a, ur + b, ’ (7 ) 


wo b,,bi ‚db, folgende Bedeutung haben: 


7 7) „ 7 
’ Ag — Ass; v Use m, sm __ (6 m 
b, = —; b = +; b, =—+a. (78,.) 
(Ag; Ass ur%3 


Aus der Gleichung (78.) findet man wenigstens einen reellen Wert 
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„ 


«“ 
r & ä . ° i 
des Quotienten —,, und bezeichnet man einen solchen mit x, so findet 


ßı 
man nach (77.) 
e+mx—1 


Yı ar «Pr, wo x Fr [77 3 (79.) 


di % — Ay 





und weiter, wegen + +yı =1, 
" % 2 1 TIER 2 
apa Evan NO Vera 
Nachdem wir also die Werte der Richtungscosinus «e, ,ß} ,yı be- 
rechnet haben, bestimmen wir @,,/,,y; und legen dabei die Bedingung 


Gy; = Ay (80.) 








(79,.) 








zugrunde. Man hat 

= au + aß + Afı + laser Pi + ai Yı + außı Yı); 
und a,, ist folglich als eine bekannte Größe anzusehen, die man schreiben 
kann: 


P 144%? + Ag + Apex? + - 2 (05x + Qusx + 46x’) 








RR „2 +x2+]1 (80,.) 
Man hat weiter: 
A = A400" + Ag + Ageye + 2 (505 Az + a, Y5 + Asßy 72) 
und außerdem die Relationen: 
er (81.) 


+0; 
die letzte kann man auch schreiben: 
+, +xy =0. (81,.) 
Gibt man der Bedingung (80.) die Form 
au ta ßg +ageYE +20, Ay +a0z Y2 + aeßE 72 )= ala HE +2): 
so findet man 


mg 7 7 ’ 


a2 n0@ae Ya a’' a ’ 
zu 2a u u [7 7 
( ) ar 46 FA + 2a,, Fi + (Ag — 444) 3 


4 


— 44) 


A 


+ 20; Pr + ss — a, ug 0, 


72 “ 08 1 
ER 7 AR (81,.) 
EA x" x“ B 


Pi 


und man erhält also den Quotienten =, als eine Wurzel der Gleichung 
2 


20° 
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© 9 RL 








02 02 ’ 
(77) — 2%, (>) +x=0, (82.) 
ße Pa 
wo 
[2 2 
sr (U 2 nu x „ ’ „ ’ Asg 1 v ’ 
45-7 — iss + 5 (des — (44) Az — Au - 2 + (gg — 44) 
% % x ’ “ x 
a ——— a A r (82,.) 
7 ’ K% % 7 ZA „ ’ “X v x r 
Ay — Ay —2 „' 46 + 7 (Age — 444) Aa - Ay — 2 „ Wr iz (Ags — 444) 


ist, und es ergibt sich 


= =4H VYe—x, (82,.) 
2 


wo wir die Annahme machen, daß die Diskriminante #7 — x, >0 ist. 
Führen wir jetzt die Bezeichnungen 








— ‚ x 1 
= te 2; = — u Baar (83.) 
ein, so erhalten wir aus (81,.), (82,.) und (81.) 
r %9 7 1 7 #2 
[44 GEBE mem en C > m 2 N — 83 . 
, + Va2 +2 +1 Pa + Va? +2 +1 m +Vx3 +x2+1' (83,.) 


Hieraus folgt außerdem, daß die Werte der Richtungscosinus «;', By, Y3 
als bekannte Größen anzusehen sind. 
Wir haben also bewiesen, daß die Richtungen der Koordinaten- 
achsen O’X’, 0’Y’, 0'Z’ sich so bestimmen lassen, daß die Gleichungen 
45 =0; au=0; a,= Ay, (84.) 
identisch befriedigt werden, wenn nur die Konstanten a, ', des ursprüng- 
lichen Energieausdruckes der Bedingung 
> # (84,.) 
genügen. 
26. Endlich hat- man die Koordinaten 2, ,%y,,2, des neuen Ur- 
sprungs 0’ zu bestimmen, und diese Bestimmung suchen wir so auszu- 
führen, daß die Gleichungen 


’ 
’ ! / ! 2 ’ Ag4 

I; =0; au As =0; a5 + as rt Eat, er (85.) 
44 


identisch erfüllt werden. 
Die hier eingehende Konstante a;, ist wegen 
’ & 7 RE 7 m gr ..H „ 4:90 m gr Be}, „ 
Azg = (Ay, 05 + A ßs + Q6Y3 )az + (0,53 + A555 + 0,6 Y3 )Pz 8 
‚sr nn my rw. „ ( 5,.) 
+ (ag + az + AgsY3 )Ya 


eine bekannte Größe. Ferner ist 
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au=Am +BP} +09; = Aa +BP; +0y; 
a,=4ca +BA +0y; u =4, +B +0; | (86.) 
Agı zu Aa, 4 B'’ + 0"y; As; in A’; + B'’ E 4 CO 

mit 


[2 ‚ A m [0 (24 (2 A | [24 „ 2 PP _ 

A =a,+0Y —Au20 5 B at a,Y% —a5% 5 CO Gt Ayo —Aye2o ; 
I (2 [4 4 r / [2 Fr #8 „ Fe. y/ — ‚ „ 'Z ‚„ Pr 
A’ =ay—0% ta; B au — A +52 5 CA — Ute + a2 ; 


a; ; „ ‚ 


„ „ [2 [2 (7 A Pr ar A; ; er 
A =au ra —AuYy 5 Bo =a+ 95% — A Yo 5 0 = + Re —ApeYo - 
Die zwei ersten der Gleichungen (85.) nebst der letzten 


/ 
’ n A;6 N 
Ast a, + 'ay=0 
Ass 


kann man in der Form schreiben: 
A’ +B’ Pi +0" =0 
— ( 


Aal +BRBY +07 — (A + BR H+OH)= 0; 


Aa, + BPß% 3 Oyy + A’ a!’ + B' Bi Cr + m (Aa +B"’ Bi +0"y1)=0; 
Q44 
und man erhält für die Berechnung der Koordinaten x;', y,,2, das Glei- 


chungssystem: 


A,2, + Bıyo —D, =; | 
A% + By +0,% -D=0; } (87.) 
A4;% + By + 03% —D, =; 
wo 
A,=050 +05ßg +a072;5 Bı=—(anar tayßr +asY2); 
D,=—(a,0, +a,ßy + agY2 ), 

A,=a0y +@ßg tag;  Ba=anaı +aßı +ayyı ; 

O,=— (0,50 +05P, +07 )— (a0, +a,P, + a2); 

D,=—(a,e +asßı +asyı )+lauaz + as ßy + 0473 ); 

’ 
A, a0, +aßı +azyı )— (a0 +aßı + 71 ); (87;.) 


44 
Age sn m pr „.n "1. or BD00, 
B=—,, (Gscı +4; 3, +71 )+ (Q,5 &g +0, ße + AgsYa )}; 
| ı [77 rm ‚sr nn BR, 7} [77 ei; } 
G,=+(a,e, +4 3, +a,Yı) — (0,0, + Ag + Ayef2 ); 
[2 (2 [77 „ [73 [7 ’ [7 f [77 7 ’ [73 
D;=— (ae, +a3;Pı + Agfı ) — (aus -r G15P2 + Ays}e ) 


' 
One , rn ZI, ZZ], 
u ® 034%, + a3 Pı + Ay fı )- 





# 


. . . . 14 
Hieraus ergeben sich endlich als Werte der Koordinaten z;', y, , 2, des neuen 
Ursprungs O': 
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„ „ g’’ 1 
5 ar A Se (87, 
wo 
B0D, '40D, '4,B,D,| 4,B, 0 
Pe BD, ; 4=—|4,0,D,; 4= 4,B,D,; 4= 4,B,0,. (87,.) 
B,0,D,, 4100| |4aBD lad, 





eine Verschiebung des Koordinatensystemes0” X” Y'' Z’ in dieLageO’X’Y'Z’ 
so ausführen kann, daß die Relationen (84.) und (85.) identisch befriedigt werden; 
der Ausdruck der lebendigen Kraft nimmt dabei die einfachere Form an: 


2T=a,,% +22, 75420, +20, 211 —2 (a, +20) ya + 2a ti ys+ | 
+09 +20,93% +20, Yyıt 20,2% +20, 2 Y3+ 
+0,52 +2ea,uYı +2a;,23Yy3+ } (88.) 
+ al +YyE) +20 YaYys+ 
+ OgY5- 





27. Wir machen nun «bezüglich der Konstanten «a; des Energie- 
ausdruckes die einschränkende Voraussetzung, daß sie, außer der Bedingung 
(84,.) den vier folgenden Bedingungen genügen: 
= —E (2a + Eau); A — El Al —a); ea. (88,.) 

Der dann entstehende Ausdruck läßt sich außerdem dadurch ver- 
einfachen, daß das Koordinatensystem O’X’Y’Z’ seinerseits einer zweck- 
mäßigen Transformation unterworfen wird. Wir verschieben das System 
in der Y’Z’.Ebene parallel zu sich selbst, bis der Ursprung O0’ in den Punkt 


0 (0,6, %*) fällt und das System die Lage OXYZ einnimmt, 


44 
Die Transformationsformeln lauten 





4 = 15 Ze = 1%; x = Is; 
’ , ’ ’ x we en 24, (89.) 
Yyzylg—Elzt Yz Yy=—anLıt Y5 Y> + EXıt Y, WO a 


und der schließliche Energieausdruck erhält das Aussehen 


Be re (88,.) 
& 

+a,(yi+y)+2b,yYs+ cı%, 

wo 

a=0n + 20, Hut au = at ya ea 5 


b’ = 0; 6b’ = au — 4% + 806; | (89. ) 


’ ’ ’ ‚ 1. REN | 
c=ly;5 € = Ag; A, = Au; b, = 05 = de: 
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Der allgemeine Ausdruck der lebendigen Kraft läßt sich folglich auf 
die reduzierte Form (89,.) bringen, wenn es nur zwischen den 21 Konstanten 
des Ausdrucks fünf beschränkende Relationen der Form (84,.) und (88,.) gibt. 


Es ist bemerkenswert, daß die Gleichungen für die Raumbahn des 
endlich festgestellten Ursprunges, des Zentrums O, auch in dem vorliegenden 
Falle erhalten werden können, der eine Verallgemeinerung des vorher be- 
handelten über die Bewegung von Körpern mit zwei Symmetrieebenen ist. 
Um diesen letzten Fall zu erreichen, hat man’ =c=c‘=b,=0 zu setzen. 





28. Wegen 

oT ’ [7 T N “ r 
Er yı+b Y55 = = 4%,+ b Yat CYs; ebz+o Ya; 

X, . 
BE u Be ;; IT sr : (90.) 
a % +4, %Yı; ug ta, Y+bıYs; zu” %tC0X%t+Cc tb yctcıY 
werden die Bewegungsgleichungen 
di [2 ! ! 
nd u —023+ (b —c)ag23—b, 12Y+ A, X Ya — 01 Lg Ys + 51%; Yo; 
dir „ ’ ! 
Fri +0,%—(b —c )2,23+b,%,Y+ 61%, Y— 4, 23 Yı; (90,.) 
dı 
ut (2 Yı —% Ye) — 51% Y5; 





d 7 ’ ! : ’ 
+ (0b), 2 y—0ny— 0 2y +0’ —c')ayo+b’ my 


F +, %—b,y+ (9, —0) YyY + by; 
= —(a—b)2,2+ b’ayıteny—(b’— ce) (1 y +2 Y)—b’zYy ! (90,.) 
+5, yı9% (a, —6,)Yı%; 


d 7 
= (—c2,+b" 2—b,Yı)Ys- 





Die letzte Gleichung hat das partikwWäre Integral 
Ys u. 0, (91.) 
und in diesem Spezialfalle nehmen die übrigen Differentialgleichungen fol- 
gende Form an: 


Tem "9 0+ (b—c')2% —b, 224 + 23%; 

de. „ ’ ' 

= tb +09 %—(b— 0), +5,20, %—-42Yı; (91,.) 
da 

u = 4, (a Yı—%, Ye); 
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dyı | 


7 Re + (a —b) 2% —b" 2, Yy—CXYys+ (b’ —c’) 23 Ya — by; 
dy | (91;.) 
7 = — (ab) +b" a yıt onyı — (b’—c’) 23% + bi Yıya- 





Diese Differentialgleichungen haben die algebraischen Integrale: 
ara tm m; 
Hy tr By=N; (92.) 
a(y+y)=L+l(a—b), L=l—am’— 2b'n 
und außerdem ein transzendentes Integral, das der Gleichung 


dir, \? L 
(2) = 0-5) ml, +R)-a® (0) 
genügt. 
29. Zur Bestimmung des Eulerschen Winkels y erhält man hier die 
Gleichung 


dp __;,, Amn 
und läßt sich als eine Funktion der Zeit darstellen, und zwar in einer 
(37.) ähnlichen Form, woraus die T,-Funktionen sich in der Gestalt (39.) 
ergeben. Sodann findet man, daß die Koordinaten #, H des Zentrums O 
des Körpers Ausdrücke erhalten, die den in (40,.) angegebenen ähnlich sind, 
während die Z-Koordinate durch folgende Gleichung bestimmt wird: 
Z=Z,+(am+ "pi [ardt. (94.) 
0 , 
Die Bewegung von O wird in dem vorliegenden Falle ähnlich wie in DI. 


Den Zulerschen Winkel 9 erhält man in derselben Form wie vor- 
her, und der Winkel f wird durch die Differentialgleichung 


—r s — m’ sin? I[b’’cosf + esinf — (b’—c’ )cot 9] + 


*. b 
b,sinf— t9]— -.rcosf, 
+ n[b,sinf—a, cot9] rang f (08.) 
bestimmt, wo 











r= mVa, (a—b) sin? s[—; + m? cos? s|- a n”. 

Ohne auf die Behandlung der Differentialgleichungen des vorliegenden 
Bewegungsproblemes oder die Untersuchung des Bewegungsverlaufs des Kör- 
pers näher einzugehen, deren Hauptzüge in dem allgemeinen Falle n > 0 


schon angegeben sind, wollen wir etwas bei der Annahme n = 0 verweilen. 
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In den vorher behandelten Fällen wird die Bewegung für n = 0 
dadurch charakterisiert, daß die Bahn des Zentrums O eine ebene und im 
Raume feste ist. Diese Eigenschaft besitzt die Bewegung dagegen nicht 
in dem jetzigen Falle, wie leicht zu zeigen ist. Bemerkenswert ist, daß 
man in geschlossener Form die Polargleichung für die Bahn des Projektions- 
punktes O, in der $7-Ebene erhalten kann. 

Nach (93.) und (17,.) ist 

=9+ b’m-t; V+9=5, 
sodaß 


V-5-p—bm.t (96.) 


folgt. Weiter ıst 
m? Re? — L + ei 


a, a, 
aber aus der Gleichung (92,.) läßt sich die Veränderlichez, durch irgendeine der 
Funktionen snr, ent oder dnr ausdrücken. Wenn wir z. B. bei der ersten 


Möglichkeit bleiben, d. h.wenn ,=osnr=eosn (g,t+9,) ist, so erhalten wir 








R=1ı+2 sn", (7 —ı)], (97.) 
wo die Konstanten folgende Werte haben: 
vr IB ‚_4a—b 0? , im. PeiT Bi 5 
a 7 ‚= A m?’ ha um? Uta. (97,.) 


1 


Hieraus ersieht man, daß das Zentrum des Körpers für n = 0 sich 
nicht wie in den entsprechenden früheren Fällen in einer festen Ebene be- 
wegt, sondern statt dessen eine doppelt gekrümmte Bahn beschreibt, die in 
dem Raume zwischen den beiden Kreiszylinderflächen gelegen ist, welche 
die o&ö-Achse als gemeinsame Achse haben und deren Halbmesser bezw. 
VA und YA + 4° sind. 

Die Gleichung (97.) für die Bahn des Projektionspunktes O, zeigt, 
daß diese nicht algebraischer, sondern transzendenter Natur ist. Auch 
kann diese Bahn nicht durch eine andere ersetzt werden, die von alge- 
braischer Art ist, aber um den festen Ursprung rotiert. 
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Über die multiplikative Darstellung von algebrai- 
schen Zahlen eines Galoisschen Zahlkörpers für den 
Bereich eines beliebigen Primteilers. 


Von Herrn Tonio Rella in Wien. 





Einleitung. 


Herr Hensel hat in drei in diesem Journal kürzlich erschienenen 
Abhandlungen*) für die algebraischen Zahlen eines beliebigen Zahlkörpers 
für den Bereich eines Primteilers p eine multiplikative Darstellung ange- 
geben und die Resultate der Theorie zur Begründung einer vollständigen 
Theorie der Potenzreste für eine beliebige Primteilerpotenz als Modul und 
ferner zu einer Erweiterung des Legendreschen Symbols**) angewendet. 
Im folgenden wird diese Theorie mit der Hübertschen Theorie der Galois- 
schen Zahlkörper in Verbindung gebracht, woraus sich eine Reihe von Re- 
sultaten ergibt, welche für die Behandlung Kummerscher und relativ Abel- 





*) K. Hensel, Die multiplikative Darstellung der algebraischen Zahlen für 
den Bereich eines beliebigen Primteilers. Journ. f. Math. Bd. 146, S. 189-215 (im 
folgenden zitiert mit H I). 

K. Hensel, Untersuchung der Zahlen eines algebraischen Körpers für eine 
beliebige Primteilerpotenz als Modul. Journ. f. Math. Bd. 146, S. 216—228 (zitiert 
mit HI). 

K. Hensel, Allgemeine Theorie der Kongruenzklassengruppen und ihrer In- 
varianten in algebraischen Körpern. Journ. f. Math. Bd. 147, S. 1—15 (zitiert mit 
HM. 

**, K. Hensel, Die Verallgemeinerung des Legendreschen Symbols für allge- 


meine algebraische Körper. "Journ. f. Math. Bd. 147, S. 233—248. 


21° 
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scher Körper von Bedeutung sind. In dieser Arbeit werden im ersten 
Abschnitt jene Sätze aus den Henselschen Arbeiten kurz zusammengestellt, 
welche im folgenden gebraucht werden und wegen deren Beweis ich auf 
die Originalabhandlungen verweise, im zweiten Abschnitt werden zuerst 
die im folgenden gebrauchten Sätze aus der Theorie der Galoisschen Zahl- 
körper angeführt und hierauf jener Teil der Theorie entwickelt, welcher 
sich auf die Trägheitsgruppe bezieht, eine zweite Mitteilung endlich wird 
Fragen aus der Theorie der Verzweigungsgruppen behandeln. 


» 


Es sei k ein algebraischer Zahlkörper, in welchem die natürliche 
Primzahl p die Zerlegung erfährt E 
p=»'4, 
wobei p ein Primideal, q4 ein zu p teilerfremdes Ideal bedeutet; die Norm 
von p sei p', dann heißt e die Ordnung, f der Grad des Primideals 

(Primteilers) p. 

rı sei eine durch p, aber nicht durch p? teilbare Zahl von k, eine 
„Primzahl‘“ des Körpers k(p). 

Den Gegenstand der Untersuchung bilden die n-adischen Zahlen 
des Körpers k, das ist der Inbegriff der Potenzreihen 

(1.) = un + amt Han tt e.., 
wobei «,#0 (mod p) ist, und die Zahl Null. «,,@,,@%,... bedeuten 
dabei gewöhnliche ganze oder solche gebrochenen algebraischen Zahlen von 
k, deren Nenner zu p teilerfremd ist. Gleich heißen zwei rn -adische 
Zahlen, wenn sie nach jeder noch so hohen Potenz von p kongruent sind. 
a bedeutet eine ganze rationale Zahl und heißt die Ordnung von «. 
Ist «=0, so heißt « eine Einheit, ist a positiv (negativ), so heißt « 
ganz (gebrochen). Die Zahl Null erscheint als n-adische Zahl von un- 
endlich hoher positiver Ordnung. Wird mit diesen Zahlen nach den for- 
malen Rechengesetzen für Potenzreihen gerechnet, so ergeben sich als 
Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier n-adischer Zahlen mit 
Ausnahme der Division durch Null wieder n-adische Zahlen; die n-adi- 
schen Zahlen bilden daher einen Körper, welcher mit k(p) bezeichnet 
werden soll. Wird als Grundkörper % der natürliche Rationalitätsbereich 
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angenommen und =» gesetzt, so heißen die analog definierten Zahlen 
rationale p-adische Zahlen *). 

Im Körper k(p) existieren #—1 (p—1)* Einheitswurzeln w,,...w,_,; 
ist speziell keine niedrigere Potenz von w gleich 1 als die p—1", so heißt 
® eine primitive 9—1' Einheitswurzel; es erscheinen sämtliche p — 1" 
Einheitswurzeln in der Gestalt 


Wit... —2, 


und die Zahlen 0,1,w,...w”': bilden ein vollständiges Restsystem nach 
dem Modul p, und zwar für viele Untersuchungen das bequemste. In der 
Darstellung (1.) kann wegen «,#0(p) 


= w’(p) 
gesetzt werden, und es ergibt sich für jede von Null verschiedene Zahl « 
„die Darstellung 

(2.) a=n"we. 

Dabei ist a die Ordnung von «a, g heißt der Index von « (dieser ist nur 
mod 9 — 1 bestimmt und hängt von der Wahl von w ab; wird eine an- 
dere primitive Einheitswurzel zugrunde gelegt, so multipliziert sich der 
Index mit einer zu ? —1 teilerfremden Zahl) und s=1(p) wird als Eins- 
einheit bezeichnet. 

Eine Einheit e heißt vom X" Grad, wenn e=1(p*), dagegen 
&e#1(p"*'). Zwei Einheiten %'“ Grades heißen äquivalent, wenn sie 
mod p**! kongruent sind (HI, S. 196). 

Herr Hensel hat nun für die Einseinheiten und dadurch für alle 
von Null verschiedenen r-adischen Zahlen eine multiplikative Darstellung 
gefunden, deren Hauptpunkte im folgenden in wenig geänderter Fassung 
angeführt werden, damit leichter darauf verwiesen werden kann. 

Folgende Bezeichnungen werden dauernd festgehalten werden: 

e die Ordnung, f der Grad von p, w eine bestimmt ausgewählte 


primitive p — 1" Einheitswurzel, r = | die größte in —_ enthaltene 
p—1 p—1 


ganze Zahl; im irregulären Fall, der unter 3) erklärt werden wird, setzen 





*) Vergl. hierzu K. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen. Teubner, 1908, 
wo die Theorie der p-adischen Zahlen systematisch entwickelt wird. 
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wir stets e= &,p"(p—1)= e,p", wobei e, eine zu p teilerfremde Zahl be- 
deutet; Einseinheiten sollen mit & und n bezeichnet werden, der erste 
angehängte Index bedeutet immer den Grad der Einheit; eventuell unter 
den Einseinheiten vorkommende Einheitswurzeln werden mit £ bezeichnet. 

1) Sämtliche Einseinheiten von k(p) bilden einen Strahl. 

2) m Einheiten A" Grades &,,, 8,3; ---%,m heißen unabhängig, 
folgt; es gibt f und nur f unabhängige Einheiten jedes Grades k, 
durch sie läßt sich mod p**! jede Einheit %'" Grades multiplikativ dar- 
stellen (mit Koeffizienten aus der Reihe 0,1,...2—1); solche f un- 
abhängige Einheiten k'”" Grades heißen eine Basis für den Grad k (HI, 
8. 197, 198). 

3) Ist - p=n°w°’(p‘*'), so enthält der Körper k(p) dann und nur 
dann primitive p“ Einheitswurzeln, wenn e und g gleichzeitig durch 9 — 1 
teilbar sind; dieser Fall werde der irreguläre Fall genannt; liegt er nicht 
vor, so sprechen wir vom regulären Fall. 

4) Ist e, eine Einheit vom Grade 7; und % die kleinste natürliche 


Zahl oder Null, für welche j9 >r ausfällt, so ist &' für s=1,2,...k, 
k+l,...k+t,... im regulären Fall und im irregulären Fall, wenn 
Fon" (m<n) stets respektive vom Grade pj,p*j,..: 97, p'j+e,... 
p'j+ie (H I, 8. 198—201 und HII, 8.2); im irregulären Fall sei 
j= pP" (m<n); wegen r=ep" folgt aus jp>r, k=n—m+l]; 
dann ist zwar stets &° für s=1,...n—m vom Grade &,p"*',...op"=r, 
dagegen gibt es im irregulären Fall stets Einheiten &,= &,,m, für welche 


&#""*" von höherem Grad als p"""=r+e ausfällt; solche Einheiten 


heißen irregulär, 2""”+' heißt der Irregularitätsexponent; ist e""*" vom 


Grade h, so heißt h der Irregularitätsgrad von e, (H III, S. 2-3). 

5) Bilden n,,,...n,, eine Basis für den Grad j#0(p) und ist k 
der kleinste Exponent, für welchen j9*>r ausfällt, so bilden im regu- 
lären Fall und im irregulären Fall, wenn j+e, ist, n?,,...n%, für 
s=1,2,...k,k+l,...k+i,... je eine Basis für den Grad 9j,p°7,... 
prj,pj+e,...prjtie,... (HI, 8. 201—202); liegt der irreguläre Fall 
vor, so kann eine Basis für den Grad & 7,1 7,9 +++ 7.,, go gewählt werden, 
daß sie aus einer irregulären (n,,,) und f—1 regulären Einheiten besteht; 
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dann bilden „?,,...n?‘, für s=1,2,...n je eine Basis für den Grad 


EP, ».. &p", dagegen ist 7?" von höherem Grad als of" =rp=e+r, 
und um eine Basis für den Grad e,p"”*" zu bekommen, ist zu den Ein- 
heiten 7, ... 72", noch eine geeignet gewählte Einheit n,, vom Grade rp 
hinzuzufügen; die Einheiten »?"/*",... 7?"*‘"", 7% bilden dann für s=1,2,... 
je eine Basis für den Grad rp+se=r+(s+1)e (HI, 8. 205—206; H II, 
8. 217—218). 

6) Sind 8, €,...e® eine beliebige endliche Zahl von Einseinheiten, 


so bilden alle Zahlen der Gestalt «4.4... e®‘* wobei A, Ay... Ay alle 
ganzen rationalen p-adischen Zahlen durchlaufen, einen Strahl, welcher 
mit {s,€e,...e®}| bezeichnet werden soll. e,€,...e® heißen eine Basis 
des Strahls. Eine Basis soll reduziert heißen, wenn aus «4s’4 ... «®“+ _ 
folgt: A-1l, dh -ı,... .®“* _ 1, Wenn «® keine Einheitswurzel ist, so 
folgt aus 1 A,=0; ist dagegen «® eine p"" Einheitswurzel, so folgt 
aus 9“ =1 A,=0 (mod p”). Kommt jede Zahl des Strahles |e, #', ... «®] 
auch im Strahl {n,7',...n®} vor und umgekehrt, so heißen die beiden 
Basen &, ®°,...e® und n,n7'...n” äquivalent. Ein Strahl von Einseinheiten 
soll irregulär oder regulär heißen, je nachdem er primitive p* Einheitswurzeln 
enthält oder nicht. Einheitswurzeln von einem andern Wurzelexpo- 
nenten als einer reinen Potenz von p kann ein Strahl von Einseinheiten 
nie enthalten. Alle in einem irregulären Strahl von Einseinheiten ent- 
haltenen Einheitswurzeln bilden einen endlichen Strahl mit einem 
einzigen Basiselement. Enthält ein irregulärer Strahl von Einsein- 
heiten $ primitive p** Einheitswurzeln, dagegen keine primitiven p"+''* 
Einheitswurzeln, so muß jede reduzierte Basis von S eine und nur 
eine primitive 9” Einheitswurzel als Basiselement enthalten. Die 
Anzahl der Basiselemente einer reduzierten Basis ist eine Invariante des 
Strahls, 

7) Der sämtliche Einseinheiten von k(p) umfassende Strahl 5 ist 
im regulären Fall ein regulärer Strahl und läßt sich durch eine reduzierte 
Basis von ef Elementen darstellen. Im irregulären Fall ist dieser Strahl 
ein irregulärer, und seine reduzierte Basis besteht aus einer Einheitswurzel 
vom höchsten Wurzelexponenten p", wobei m<n+ 1 ist, und ef Ele- 
menten, welche keine Einheitswurzeln sind. 
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Sınd k,, ka, ... k, alle zu p teilerfremden Zahlen der Reihe 1,2,...e-+r, 
so findet man im regulären Fall eine Basis für $S, wenn man für jeden 
Grad k,s=1,2,...e eine Basis N,1 +++ 9,7, bildet, und es ist 


Ss == [7.1 ... N, N,1: ... N8,% ... 7,1 ... Nur! (H I, S. 202—205). 


Im irregulären Fall bilde man auf gleiche Art ef Basiseinheiten, 
wobei wie unter 5) n.,, als irreguläre, 7,1, ---,,- als reguläre Einheiten 
gewählt werden sollen, und außerdem die unter 5) konstruierte Basisein- 
heit n,,, dann bilden diese Einheiten eine nicht reduzierte Basis von $ 


S= (mm, + Map m} (HL, 8. 205—207). 
Zwischen diesen Einheiten besteht eine Gleichung 


® Be ww 
(3.) DE a ET) 
mit Ausschluß von n,,, unter dem Produktzeichen. Alle Exponenten 


en . . a . +1 
c,c;; müssen mindestens durch p teilbar sein, weil 7?';, nach 5) von 


höherem Grad als pr ist. Ist 2” der größte gemeinsame Teiler von p"*', c 
und allen «,,, also m <n+1, so existieren in S primitive p*', dagegen 
keine primitiven »”*!'" Einheitswurzeln. Es sei also 


3*, n+1 m ,° 
ri A 4 a 


/ 
II (9) 


mit Ausschluß von n,,, unter dem Produktzeichen, dann ist 


— pr—m+1 di; 


(4.) Gun MAT; (P) 


gleich einer primitiven 9"'" Einheitswurzel (HI, S. 210). 

In der Gleichung (4.) muß mindestens einer der ef+ 1 Exponenten 
—p"tl,c’,c;, zu p teilerfremd sein. Wird ein Basiselement, welches 
in der Gleichung (4.) einen zu 9 teilerfremden Exponenten hat (wenn 
m=n+ 1 ist, soll hierfür immer n,,, genommen werden), weggelassen, 
so bilden die übrigbleibenden ef Basiselemente die reduzierte Basis eines 
regulären Strahles $’, und eine reduzierte Basis von S besteht aus dieser 
reduzierten Basis von 8’ und der Einheitswurzel & (HI, S. 214). 


2. 
Aus den eben angeführten Resultaten sollen nun im Fall, daß 
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k ein Galossscher Körper ist, weitere Schlüsse gezogen werden. Dazu 
führen uns folgende Tatsachen*). Es möge in k die Zerlegung gelten 


(1.) p= (PıPa...9,), Np,=Pp, 
und es sei @ die Galosssche Gruppe von k. Dann bilden alle Permuta- 
tionen von @, welche p, =p ungeändert lassen, die Zerlegungsgruppe Z 
von p vom Index 2; der zu Z gehörige Unterkörper heißt der Zerlegungs- 
körper k, von p vom Grade z. Sämtliche Permutationen t von G, für 
welche für jede ganze Zahl « von k 


ta = a(p) 


gilt, bilden einen Normalteiler T von Z vom Index f, also vom Grade e, 
die Trägheitsgruppe von p; der zu 7 gehörige Unterkörper von %k heißt 
der Trägheitskörper k, von p vom Grade fz; schließlich bilden sämtliche 
Permutationen v, welche der Bedingung genügen 


vo= a(pf), 


wobei « wieder jede ganze Zahl von % sein kann, einen Normalteiler V 
von 7, dessen Grad gleich der höchsten in e enthaltenen Potenz von p 
ist. Es sei e=e,p", e,#0(p), dann ist V, die Verzweigungsgruppe von 
p, vom Grade 9"; der zu V gehörige Unterkörper von k heißt der Ver- 
zweigungskörper k, von p vom Grade e,fz. 

In k, gilt die Zerlegung p=p’a, Np’= p, wobei p’ ein Primideal, 
a ein zu p’ teilerfremdes Ideal bedeutet. In %, bleibt p’ Primideal, aber 
sein Grad erhöht sich auf f. Wegen der Gleichheit der Normen von p 
in k und p’ in k, läß: sich jede ganze Zahl von k in eine Potenzreihe 
nach steigenden Potenzen von rn entwickeln, deren Koeffizienten dem 
Körper k, angehören; der Inbegriff aller dieser Potenzreihen bildet den 
Körper k(p). Als Koeffizienten dieser Potenzreihen können wieder wie 
allgemein 9 —1" Einheitswurzeln und die Zahl Null genommen werden, 
welche Zahlen des Köıpers k,(p’) sind. 

In k, ist 9 eine durch p’, aber nicht durch p’* teilbare ganze Zahl, 





*) Vergl. hierzu D. Hilb’rt, Grundzüge einer Theorie des (Galoisschen Zahl- 
körpers.. Nachrichten der K. Ges. der Wiss. zu Göttingen 1894 oder D. Hıulbert, 
Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. Jahresbericht der deutschen Mathematiker- 
vereinigung 1894/95. I. Teil. 

Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 3/4. 22 
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und p’ ist vom Grade 1; es. stimmt daher der Körper k,(p) mit dem 
Körper der rationalen 'p-adischen Zahlen überein. 

Der Körper k, ist vom Relativgrad f über k,; jede Zahl von k, 
genügt daher einer Gleichung f" Grades, deren Koeffizienten dem Körper 
k, angehören, und jede Zahl von k,(p’) genügt einer Gleichung f'" Grades, 
deren Koeffizienten dem Körper k,(p’) angehören, also rationale p-adische 
Zahlen sind. So genügt auch jede p’-—-1' Einheitswurzel einer Gleichung 
f'"" Grades mit rationalen p-adischen Koeffizienten. Nach einer Bezeich- 
nung von Bachmann sagt man, die Einheitswurzel w, paßt zum Expo- 


nenten /,, wenn w" = w, ist und f, der niedrigste positive Exponent ist, 
für den diese Bedingung erfüllt ist. Dabei muß f, ein Teiler von f sein. 


Paßt w, zum Exponenten f,, so sind die Zahlen »,, w8,... 02” die 
Wurzeln einer Gleichung vom Grade /,, welche ganze p-adische Koeffizienten 
hat und im Bereiche der p-adischen Zahlen irreduktibel ist. Die Gleichung 
für die 9 — 1" Einheitswurzeln 
2’! = 1(p) 

zerfällt daher im Bereiche der p-adischen Zahlen in irreduktible Faktoren 
vom Grade f oder einem Teiler von f, und zwar sind die nullten Nähe- 
rungswerte dieser Funktionen sämtliche mod p irreduktiblen ganzen Funk- 
tionen vom Grade f oder einem Teiler von f*). 

Der Index e, der Verzweigungsgruppe V bezüglich der Trägheits- 
gruppe T ist ein Teiler von pP —1. Ist wieder zn eine Primzahl von k(p), 
w eine primitive 9 — 1" Einheitswurzel, so gibt es in der Trägheitsgruppe 
eine Permutation i,, für welche die Kongruenz gilt 

pf—1 


un=wtn=w"n(y?); 





die Bezeichnung P—! — h soll im folgenden ständig angewendet werden. 


Da i; wegen in =n(p”) eine Permutation der Verzweigungsgruppe ist 
und diese den Grad 7" hat, so gilt 


u" = 1. 


Wird ce aus der Kongruenz bestimmt 





*) Vergl. hierzu Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, S. 189—196, 
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cf" =1(moddpf—1), 
so erfüllt die Permutation t= 15" die Bedingungen 
(2.) in = win (p), 1, 


und die ganze Trägheitsgruppe erscheint als das Produkt der Verzwei- 
gungsgruppe mit der Potenzgruppe dieser so bestimmten Permutation t 


(3.) RM TE a 
Mit dieser Permutation t der Trägheitsgruppe wird im folgenden stets 
operiert. 

Ist f(x) = Au+ Aız + :--+ A„z" eine ganze Funktion mit ganzen 
rationalen p-adischen Koeffizienten und &@ eine Zahl von k(p), so soll 
unter der symbolischen Potenz «a"® der Ausdruck verstanden werden 


(4.) a" = ad. (ta)d:... (!”or)im(p), 
und es ist ersichtlich 
a — 0 (p), 
wenn /(z) = /,(x) (mod x“ — 1). 
Die Funktion = —1 ist ein Teiler von =”-!—1, da e, ein Teiler 
von ?—1 ist, und zerfällt daher auch in lauter irreduktible p-adische 
Faktoren vom Grade / oder einem Teiler von f, und die nullten Nähe- 


rungsreste dieser Funktionen sind die mod p irreduktiblen Funktionen, in 
welche x° — 1 nach dem Modul p zerfällt. Es sei 


(5.) —1=rn(2)r(2)...(p) 
die Zerlegung von x —1 in irreduktible Faktoren im Bereiche der ratio- 
nalen p-adischen Zahlen, wobei der Koeffizient der höchsten Potenz von 
x stets gleich 1 angenommen ist. Die nullten Näherungswerte dieser 
Funktionen mögen mit r,(2); r0(%),... bezeichnet werden, ihre Koeffi- 
zienten sollen der Reihe 0,1,...p—1 entnommen werden; es ist also 


die Zerlegung von 2° —1 in irreduktible Funktionen mod p gegeben 
durch 


(6.) + — l=rol2)r (2)... (mod p). 
Wird "= w, gesetzt, so ist w, eine primitive e,* Einheitswurzel, und alle 


e,'” Einheitswurzeln erscheinen in der Gestalt &, h=0,1,...&,—1. 
Die Bezeichnungsweise werde nun so gewählt, daß w; eine Wurzel 


22° 
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von r,(2)=0(p) ist; paßt w5 zum Exponenten f,, so ist r,(@) vom 
Grade f, (Teiler von f) und hat die einfachen Wurzeln ws, wP, ... we, 
und es werde 7, (2) = r,(x) gesetzt, wenn a, = ap" (mod e,) ist. 

Definition: Eine Einseinheit a" Grades e, gehört zum (symbo- 
lischen) Exponenten h(t) =1”+ At”! +.+-+ A,, wenn h(x) die ganze 
Funktion niedrigsten Grades mit ganzen rationalen p-adischen Koeffi- 
zienten und dem Koeffizienten 1 bei der höchsten Potenz von x ist, für 
welche &% = I(p) gilt; e, gehört nach dem Modul p zum (symbolischen) 
Exponenten A,(t), wenn Ah,(x) die ganze Funktion niedrigsten Grades mit 
Koeffizienten aus der Reihe 0,1,...9—1 und dem Koeffizienten 1 bei 
der höchsten Potenz von x ist, für welche e*® — 1 (p**!) gilt. 

Satz 1. Jede Einseinheit a‘ Grades e, gehört nach den getroffenen 
Festsetzungen in der Bezeichnungsweise mod p zum symbolischen Expo- 
nenten »,,(£); Einseinheiten, deren Grade mod e, kongruent sind, gehören 
mod p zum gleichen Exponenten; ist schließlich 9% = 1(p‘*'), so muß 
f(z) mod p durch r,(%) teilbar sein. 

Beweis. Es sei = 1-+ w‘n‘(p“*'), dann ist nach (2.) 

ts, =1+ wtrrn(pt), 

tu =1+ kwttnt(p"t'), 

0 = 1 + wf (we, nt (pet), 

Aus r,(w*)=r,(o,) = 0O(p) 

folgt 7. (05) = 0 (mod p), 
und damit ist der erste und zweite Teil der Behauptung bewiesen. Ist 
schließlich 

0 (pett), 


so kann, wegen der Irreduktibilität von r,,(&) mod p, f(z) mod p nur 
entweder durch r„(&) teilbar oder zu r,,(x) teilerfremd sein. Ist aber 
f(z) mod p zu r.(&) teilerfremd, so gibt es zwei ganze ganzzahlige Funk- 
tionen A(z) und B(x), für welche 


(7.) 1 = A(z) f(x) + B(z)r.(x2) (mod p) 


gilt; dann folgt aber, wenn man die Tatsache & = 1 (p“+!) beachtet, 
aus (7.) 


= ANOHBOTN  ] (pert), 
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und dies ist ein Widerspruch gegen den vorausgesetzten Grad von e,. 
Daher ist nur die Annahme 

(8.) f(@) = ra(%) Q(x) (mod p) 
statthaft, w. z. b. w. 

Satz 22 Paßt w zum Exponenten /, und ist f= ff, so gibt 
es fi Einseinheiten a" Grades &,,....&,, von der Eigenschaft, daß 


mi 


in TE an &,, eine Basis für den Grad a bilden, und 


aus de... en =1(p*'') folgt dann g()=g(e)=.- =g,(r)=0 
(modd 7, r.0(2)). 

Beweis. Es sei &,, eine beliebige Einheit a‘ Grades, dann sind 
&,1,f&,ı,... te, unabhängig, weil nach Satz 1 «e, modp zum Expo- 
nenten r,,(£) gehört und r,(2) nach Voraussetzung den Grad /, be- 
sitzt. Ist / =1, also /, = f, so ist damit die Behauptung erwiesen; ist 


dagegen fi >1, so werde e,, so gewählt, daß &,,,&,,....{"'e,, unab- 


hängig sind. Dann sind aber auch &, ,,... U" &, ,, &, 1, ... !'e, , unabhängig; 
denn aus 
A) Hd —_ 1 
(9.) en = LP”) 


folgt —, weil g9,(2) und g,(x) den Grad /, nicht erreichen und daher 
mod 9 zu r, (2) teilerfremd sind, wenn A (x) und B(z) so bestimmt werden, 
daß 0,(2) A(z) + r.(2)B(z) =1 (mod p) ausfällt, — durch Erheben in die 
symbolische Potenz 4 (t) 

(10.) RT x me Bu 1(p°*'); 
ist 9,(2) A (2) = gi(z) (mod r,,(2)), wobei g; (x) den Grad f, nicht erreicht, 
so folgt aus (10.) 


(10*.) ee = Llpt'), 
und dies ist ein Widerspruch gegen die Wahl von e,,. Ist }, >2, so 


kann dieses Verfahren fortgesetzt werden, denn es muß dann eine Eins- 
einheit &,, geben, welche zusammen mit &,,,..."e, 1, 8,2... '&,2 
unabhängig ist; dann wird aber genau ebenso gezeigt, daß auch 
een En... Frte, unabhängig sind, und die 
Fortsetzung des Verfahrens liefert schließlich /, Einheiten &, ,, &, 2 --- &,,, 
der verlangten Eigenschaft. Ist dann 


gı(t) „95 en a+1 
er, air), 


so folgt nach der eben durchgeführten Beweisführung der Reihe nach 
9,(2) = 0 (modd p, r,,(2)), 9-2) = = g(@) = 0 (modd p, r,,,(2))- 
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Satz 3. Es gibt zu jeder Einheit a‘ Grades eine ihr äquivalente, 
welche zum Exponenten r,(£) gehört. 
Beweis. Es sei 
Pepe), i>1 
u +] (pett+t), 
Die Einheiten vom Grade a +: gehören mod p zum Exponenten 
Yuno(t); 8 Bei r,4,0(2) vom Grade f und f=ffi, dann können wir 
nach Satz 2 eine Basis für den Grad a+: in der Gestalt &,,,1, &&uriıs --- 


[4 A 1 1 
ae Eati,1y 9 + * . Eat f, konstruieren, und es sei 
1.) t ae +1 
(11.) al „2 2 Pose a PT). 


Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) 7,4,0(2) und r,o(2) sind verschieden, dann sind sie mod» 
teilerfremd, und es lassen sich zwei ganze ganzzahlige Funktionen A(x) 
und B(z) so bestimmen, daß 


(12.) A(a)r.4,0(2)+ B(a)r.,o(2) = 1(mod p) 


ist. Setze ich dann 
f 


a —9,(t) B() 
6, m 6, II a+i,s ’ 
si 
so folgt aus (11.) und (12.) 
\ —B )r,(t Alt 2 x 
(13.) aa = ei Maderal) == a nö (pt'+!) i 


Es läßt sich also in diesem Fall eine mod p“*' zu e, kongruente 
Einheit s’ finden, für welche «.® = 1 (p“+'+!) gilt. 
2) 7.4,0(2) = r.,0(8)- 
Es sei A 
x —1=r,(2)0 (2) (p), 
wobei C(x) ganze p-adische Koeffizienten hat und zu r,(x) teilerfremd ist. 
Dann folgt aber aus (11.) durch Erheben in die symbolische Potenz C (t) 


p’ 
__.7.,IUC%) ‚a+i+1 
1 = Mei. (p* ı )» 


Es muß daher nach Satz 2 
(14) 9,(2)C (x) = 0 (modd p, r,,.(@)) 
sein für s=1,2,...{, und da CO(z) modp zu r,.(%) teilerfremd ist, so 
folgt aus (14.) 
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9,(2) = 0 (moddp, r,.(2)), s=1,2,... fi. 
Dies enthält aber einen Widerspruch, weil dann schon :.“ von höherem 
Grade wäre als a+:, gegen die Voraussetzung. Dieser Fall 2) kann 
daher niemals eintreten. Der unter 1) dargestellte Schritt läßt sich daher 
unbeschränkt wiederholen, und das Verfahren führt schließlich zu einer 
Einheit e* = e,(p‘*'), für welche «*«9 = 1(p) gilt. _2* gehört dann aber 
auch im Sinne der Definition zum Exponenten r,(t), denn: r,(t) hat ganze 
p-adische Koeffizienten und den Koeffizienten 1 bei der höchsten Potenz 
von &, und aus 

e® = 1(p), f{z) =a”+4A,2”""+---+A,, 
wo alle A ganze p-adische Zahlen sind, folgt, wenn 

fo(2) = fa) = 2" + a2" + .--+a„(modp), 0 <a, <p, 

gesetzt wird, 


(8) 


gro —]ı (p+!) 
und daher nach Satz 1 
f(@) = r.,.(2) Q(a) (mod p). 
/o(x) und daher auch f(x) haben also mindestens den Grad von r,(z), 
und damit ist die Behauptung vollständig bewiesen. 

Satz +. Gehört e, zum Exponenten r,(t), so folgt aus einer 
Gleichung e®% =1(p) im Falle, daß e, 
f(z2)=r,(z2)Q(x2)(p); wenn dagegen :, eine primitive p"'“ Einheitswurzel 
ist, so folgt f(x) = r,(2)Q (x) (mod p”). 

Beweis. Ist f(x) im Bereich der p-adischen Zahlen nicht durch 
r,(x) teilbar, so existieren zwei ganze Funktionen mit ganzzahligen p- 
adischen Koeffizienten, welche nicht sämtlich durch p teilbar sind, A (x) 
und B(x), und eine ganze Zahl m (positiv oder Null), so daß eine 
Gleichung besteht 

(15.) p" = A(a) f(x) + B(@)r.(e) (p). 
Dann folgt aber aus 


keine »”" Einheitswurzel ist, 


=. =L(p) 
durch Erheben in die symbolische Potenz A (t) 
(16.) & = 1). 
Dies ist nur dann kein Widerspruch, wenn e, eine p*" Einheitswurzel ist. 
Ist aber «, eine primitive 2”'* Einheitswurzel und f(x) mod p” nicht durch 
r,(z) teilbar, so sei 
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(17.) f(z) = p" fo(z) (modd p”, r,(@)), 
wobei m’ < m, fu(2) #0 (modp) und von niedrigerem Grad als r,(z) ist. 
fo(<) muß daher zu r,.(2) modp teilerfremd sein, und es folgt eine 
Gleichung 
1=0(a)fo(e) + D(a)r.(z) (p), 
p” = C(a)-p" h(2)+ pP" D(e)r.(a) (P)- 
Dann folgt aber aus den Voraussetzungen über s, (daß nämlich #9 = «“” =) 
und aus (16.) und (17.), daß auch 
el lp), 
und das ist ein Widerspruch gegen ..die Voraussetzung, daß e, eine primi- 
tive p""* Einheitswurzel ist. Daher muß f(x) mod 9” durch r,(z) teilbar 
sein, w.z.b. w. 

Satz 5. Enthält der, Körper. k(p) keine primitiven p'" Einheits- 
wurzeln, so kann für den Strahl S, welcher sämtliche Einseinheiten von 
k(p) enthält, eine reduzierte Basis mit folgenden Eigenschaften ange- 
geben werden: 1) es kommt unter den Basiselementen eine Basis für 
jeden zu p teilerfremden Grad <e-+r vor; 2) jedes Basiselement vom 
Grade a gehört zum Exponenten r,(t); 3) ist n, ein Basiselement vom 
Grade a und r,(x) vom Grade f,, so sind auch in,,...t""!n, Basisele- 
mente von S$. 

Beweis. Nach Abschnitt 1. 3) liegt unter den gemachten Voraus- 
setzungen der reguläre Fall vor und aus 7) folgt die erste Behauptung. 
Satz 3 zeigt, daß die zweite Forderung, und Satz 2, daß die dritte Forde- 
rung erfüllbar ist, wobei nur noch gezeigt werden muß, daß aus der Tat- 
sache, daß n, zum Exponenten r,(t) gehört, auch folgt, daß tn, zum 
gleichen Exponenten gehört. Daß 


(Ün.)’” = 1(p) 


a 


ist, wenn 
7. = 1(p) 


a 


ist, folgt ohne weiteres. Es sei aber 


(In? = 0 = 1(p), 
dann folgt nach Satz 4 


«f(a) = r,(2) Q(x)(P); 
r,(&) ist im Bereiche der p-adischen Zahlen irreduktibel und ınuß daher 
entweder in x’ oder in f(x) aufgehen; das erstere ist unmöglich, da r,(«) 
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nicht eine bloße Potenz von x sein kann, da es ein Teiler von =" —1 
ist: es muß also r,(z) in f(x) aufgehen, der Exponent, zu dem tn, ge- 
hört, muß also mindestens den Grad von r,(z) haben und daher mit r,(t) 
zusammenfallen. 

Sind also wieder k,,%,,...k, alle zu p teilerfremden Zahlen der 
Reihe 1,2,...r+e und hat r,(x) den Grad ff), wird ferner f = ff 


setzt und bilden Nu, Inn, 1» FE u für en 1,2,...f" eine Basis für 


den Grad %k, von der Eigenschaft, daß ne, =1(p), so ist damit eine 


Basis von den geforderten Eigenschaften gefunden, und es erscheint jede 
Einseinheit e von k(p) eindeutig in der Gestalt 
. A 
(18.) e= II I mE) (p), 


i=1j= 


wobei die g,;,(x) ganze Funktionen mit ganzen p-adischen Koefizienten 
sind, welche den Grad ff nicht erreichen. 

Satz 5°. Enthält der Körper k(p) primitive p“ Einheitswurzeln, 
so läßt sich eine reduzierte Basis für den alle Einseinheiten von k(p) ent- 
haltenden Strahl S angeben, welche die unter 2) und 3) in Satz 5 ge- 
forderten Eigenschaften hat. 

Beweis. Es liegt nach der gemachten Voraussetzung der irregu- 
läre Fall vor; nach Abschnitt 1. 7) kann in diesem Fall eine nicht redu- 
zierte Basis von S gefunden werden, indem für alle zu p teilerfremden 
Grade <e-+ r eine Basis wie für den regulären Fall gebildet wird, wo- 
bei beim Grad e, das Basiselement ,,, irregulär, die {— 1 übrigen Basis- 
elemente für den Grad e, regulär sein sollen und zu diesen eine geeignet 
gewählte Einheit n,, vom Grade rp hinzugefügt wird. Die Einheiten vom 
Grade e, und rp= e,p"*' können nun so gewählt werden, daß sie zu einem 
Exponenten vom ersten Grad in £ gehören; denn 


ist eine primitive 9 — 1‘ Einheitswurzel und daher gleich einer rationalen 

p-adischen Zahl C=—c(modp), wobei 0<c<{p. Die Einheiten vom 

Grade e, und rp gehören daher mod p zum Exponenten {+ c und können 

nach Satz 3 als zum Exponenten t—Ü gehörig angenommen werden. 

Für die Einheiten aller andern Grade kann genau ebenso wie im regulären 
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Fall je eine Basis mit den geforderten Eigenschaften gefunden werden. 
Aus dieser nicht reduzierten Basis kann nun nach Abschnitt 1. 7) eine 
reduzierte Basis gebildet werden, indem in der Gleichung (4.) von Ab- 
schnitt 1 eine Einheit fortgelassen wird, welche einen zu » teiler- 
fremden Exponenten hat, und an ihre Stelle die Einheitswurzel £ in 
die Basis aufgenommen wird. Es sei nun ebenso wie im regulären Fall 


Nu,» OBER u 0 für j=1,2,...ff? eine Basis für den Grad %,. 
Dann schreibt sich die Gleichung (3.) von Abschnitt 1 in der Gestalt 


e MM ig 
(19.) 1-10 Mn, (), 


jeljel 


wobei der Exponent von n,,, gleich — p"*' ist und g,,(x) den Grad ff” 
nicht erreicht. Aus (19.) folgt durch Erheben in die symbolische Potenz 
t—(C 
e M 
(20.) u Ri na nz (p). 

In der Gleichung (20.) fallen nun alle jene Einheiten heraus, welche 
zum Exponenten £— C gehören; zu diesem Exponenten gehört aber nach 
dem eben Gezeigten auch n,,. Zwischen den ef übrigen Basiselementen 
der nicht reduzierten Basis besteht aber keine Gleichung der Gestalt 
(19.), daher muß für alle Einheiten, welche nicht zum Exponenten t— C 
gehören, 


(2 — C)9,(8) = r1,(2)Q(2) (p) 


sein, folglich, weil r,(z) nach Voraussetzung von &— verschieden ist, 
%,(x) durch r,(x) teilbar und, da es den Grad von r,(2) nicht erreicht, 


gleich Null sein. In der Gleichung (19.) können daher nur jene Ein- 
heiten einen von Null verschiedenen Exponenten haben, welche zum Expo- 
nenten {— ( gehören. Speziell gehört also die Einheit, welche beim Über- 
gang von der nicht reduzierten zur reduzierten Basis weggelassen wird, 
zu diesem Exponenten vom ersten Grad; daher bleibt die Aussage 3) 
beim Übergang zur reduzierten Basis richtig. Auch die Einheitswurzel & 
gehört als Produkt von lauter Einheiten, welche zum Exponenten t—C 
gehören, zu diesem Exponenten. Jede Einseinheit s von %(p) erscheint 
also in diesem Fall eindeutig in der Gestalt 
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. MD 


(21.) = nA In ” (p), 


im] j= 
wobei der Strich beim Produktzeichen andeutet, daß eine bestimmte Ein- 


heit, welche zum Exponenten {— C gehört, auszulassen ist. 5b ist eine 
Zahl der Reihe 0,1,...2”"—1, A eine ganze p-adische Zahl; die g,;,‚(z) 
sind ganze Funktionen mit ganzen p-adischen Koeffizienten, welche den 
Grad /f® nicht erreichen. 

Satz 6. Es gibt in k(p) eine Primzahl n,, für welche tr, = w,n, (p) 
gilt. 

Beweis. Es ist nach (2.) 

in = wın (Pf), 

also in= w,ne(p), wobei e eine Einseinheit von k(p) bedeutet. 

Daraus folgt im regulären Fall mit Verwendung der in Satz 5 kon- 


struierten Basis nach (18.) 
z AN 


(22.) in= nu, II n ee p). 


il j=1 
daher 
en =: = ao II I % 9 (p) 


ik 


Kr = nN= ws: Ins * Hal, Ai) p), 
folglich 
(23.) = 5 In nei Fo +. +am)g,; 0 (p) i 
Setzen wir also 
=nN N; (p), 
u T 


wobei 
zar—1 Lgh-3L... +z+1-e, 


1 
h,,(2) = e,%,(®) | 








: \  % 
eine ganze Funktion mit ganzen p-adischen Koeffizienten ist, da „ eine 
ganze p-adische Zahl ist, so gilt für z, die Gleichung 

Di,fe) 


HM +tA; ‚E) +++ Hal 
im no, I Ina; r = no, 1 Inn; “ (p) 


und daher wegen (23.), da Fr eine ganze p-adische Zahl ist, i7,= w,7,(P), 


w. z.b. w. 


23° 
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Liegt der irreguläre Fall vor, so folgt nach (21.) mit Verwendung 
der in Satz 5* konstruierten Basis 


in = nw nn (9) 


und daraus 


ne 1++ + al), Ali 4 + £ be + try; ‚de 


Da & und n,, zum Exponenten t— C een so al daher 
(BB) Er nalror. Ba? 2 I ia le 


Ist p>2, so ist Ü&1(modp) und 1+C0+..+(Cı1=0(p); ist da- 
gegen p=2, so ist C=1,1+(0+-.+(a!=e, und aus (23°) folgt 
wegen der Eindeutigkeit der Darstellung, welche nach Satz 5*. besteht, 
b=A=0. Setzen wir daher 


a 


wobei die Funktionen A,,(z) wie früher definiert sind und im Falle 


p>2,b= ER 1= A, im Falle 9 = 2, b’ = A’= 0 gesetzt ist, so folgt 


,;€) 


b+b’C „A+4’C rer _ v _ 
IN, = NWL6 Nor DIE u “a enwo N Ya, Inu = 17,0 (P). 











Der Mittelwert eines Quotienten. 


Von Herrn E. Czuber in Wien. 





Der Mittelwert einer Summe zufällig veränderlicher Größen setzt 
sich in einfacher Weise aus den Mittelwerten der Summanden zusam- 
men, desgleichen der Mittelwert eines Produktes aus den Mittelwerten 
der Faktoren, sofern diese voneinander unabhängig sind. Auch über 
einige kompliziertere Größenverbindungen sind Mittelwertsätze abgeleitet 
worden. 

Die folgenden Ausführungen gelten der Untersuchung des Mittel- 
wertes eines Quotienten. 

Es seien X, Y zwei voneinander unabhängige, zufällig veränder- 
liche Größen, und zwar soll die Veränderlichkeit darin bestehen, daß X 
die Werte 


a a 
mit den Wahrscheinlichkeiten 

Pıs Das =: Ps 
Y die Werte 

Yı» Yas +++ Yn 
mit den Wahrscheinlichkeiten 

9; Q5; ... An 


annehmen kann; von dem Wertevorrat von Y wird vorausgesetzt, daß 
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kein Einzelwert Null ist und daß sie alle positiv sind. Mit der weiteren 
Annahme 


(1.) Sp; = M = 9, = 1 


Ami 


ist ausgesagt, daß die Wertevorräte vollständig sind. 

Der Quotient V = = wird dadurch ebenfalls eine zufällig veränder- 
liche Größe, deren mögliche Werte 

(2.) Y5 Yg, ... d, 
nebst ihren Wahrscheinlichkeiten 


(3.) Hz Hay. hi, 


durch die Wertevorräte von X und Y und die zugehörigen Wahrschein- 
lichkeiten bestimmt sind. Jedes rn, ist ein Produkt von der Form 
P.Q; oder eine Summe solcher Produkte, wobei für alle in dieser Summe 


auftretenden Wertepaare «, 8 die Beziehung >; = v, stattfindet. 
ßB 


Wären die Wertereihen (2.), (3.) einmal aufgestellt, so wäre der 
Mittelwert von V unmittelbar gegeben durch die Formel 


(4.) M(3) = Zn, v,. 


Zu bemerken ist, daß s höchstens den Wert mn haben kann. 

Dieser Weg zur Bestimmung von M(V) ist nur ausnahmsweise in 
ganz einfachen Fällen praktisch gangbar. 

Zweckmäßiger ist es, das folgende Verfahren einzuschlagen. Man 


bildet alle Quotienten = und multipliziert jeden mit der ihm eigentüm- 
ß 


lichen Wahrscheinlichkeit p,g,; dem M(V) kann dann folgende Anordnung 
gegeben werden: 


X Im 
M(z = mt „Pa: 1 yı Pmdı 


X Tg Im 
+,Mm%t,PARr T 7, Pm 9 














E. Czuber, Der Mittelwert eines Quotienten. 


woraus durch entsprechende Zusammenfassung 


u) mut tn E44 +) 


oder in abgekürzter Schreibweise 
X 1 
(6.) M(7)= MiX)M (5) 


erhalten wird. 

Der hierin enthaltene Satz kann so ausgesprochen werden: Der 
Mittelwert des Quotienten zweier voneinander unabhängiger, zufällig ver- 
änderlicher Größen ist gleich dem Produkt aus dem Mittelwert des Dividenden 
mit dem Mittelwert des reziproken Divisors. 


Mit andern Worten: Man hat den Quotienten . als Produkt 


aufzufassen und darauf den Produktsatz anzuwenden. 


, 


m 


Unzulässig wäre die folgende Schlußweise. Aus V= r geht 
Z=YV 
hervor, folglich ist 
M(X) = M(YV)= M(Y)M(V), 


woraus 


M(X 
= u(z)- ur 


und zwar ist in dieser Schlußkette das Glied M(YV) = M(Y)M(V) falsch, 
weil V und Y nicht unabhängig voneinander sind. 
Unter der über den Wertevorrat von Y getroffenen Annahme läßt 


sich zeigen, daß M(;) und 





rs immer in demselben Sinne ungleich sind, 
nämlich 
1 1 
u(z)> un 
Man bilde zu diesem Zwecke 


1 
wie)... „u Qa In _ “ren 
(7 M(Y) rer “rn Yan  AuYat gGaYa +’ + An Yn 


wofür mit Rücksicht auf (1.) auch 
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_4ı,% .  _ htrlrr tm 
“(7)- um” Yı ur En di Yn ArYı + QaYa + *** + GnYn 


geschrieben werden kann. a rechte Seite kann weiter umgeformt 





werden in 


ha BA m. 20 ig m - 
y any mn" Tyan 


dies wiederum in 


q,(M(Y)— Yı) 
y,M(Y) 


und schließlich in 
9(M(Y)— Yı)YyaYs Ya + @(M(Y)— Y)YıYa*Yn+ + (M(Y)— Yyn)YıYya " Yn-ı, 
Yı Ya" YnM(Y) £ 
die Entwicklung des Zählers aber gibt 


M(Y) |QıYa%s Ya t QeYyıYa » ++ Yn tt MmYıYa -» Yyiıl- Yıye on. Yn3 
wenn man aber die im Minuend angezeigte Multiplikation ausführt und 
die Glieder wie folgt ordnet: 


M Yı Ya +++ Ynt NQeYıya + Ynt + HmYiye - + Ynmı 
+ Iı Qayaya -+: Yn + q2 Yı Ya sent ++ Ge In YıYa - -- Yn-ı 


+ g91ı InYaYs --- Yyr + 92 9n YıYa em +++% Yı Ya +++ Ya» 
so läßt sich eben dieser Minuend auch so darstellen: 
(tt + M)YıYa--- Yn 
+ Helyı 3 Yyaıya---Ya+ HI + Ya)yayı «--Yn + 
+ 9n-ı 9n (Ya-ı + Ya)yı »-» Yn2; 
was wieder durch Hinzufügung und Wegnahme gleicher Glieder in 


q„(M(Y) — Yu) 
Y„M(Y) 


%(M(Y)—%) 


+7 Mn 





++ 











trp+t ++ Qu)” Yı Ya 0. Yn 
+ 4192 (yı — Yo)’ Ya ++ Yu + 9198 Yı Yo)’Yayı-- nt 
+ 90-1 9m (Yn-ı — Yn)’Yı +» Ynı 
umgesetzt werden kann; sonach ist der mehrerwähnte Minuend auch gleich 


Yı Ya ... Ya + =q. I:(%u 2 Y)”y, ... Y, ’ 
die Summe über alle Wertepaure @, ö aus der Reihe 1,2,...n erstreckt, 
wobei y,...» jedesmal die übrigen Elemente dieser Reihe bedeuten. 
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Man hat also endgültig 


1 1 _ Z404s(Yy—Yp”y;'"Y 
“(},) M(Y) yıyaı"YM(l) 


und da die rechte Seite wesentlich positiv ist, so ist in der Tat, wie oben 
behauptet worden, | 


Zr 
“> mn 
somit weiter, wenn auch M(X) als positiv vorausgesetzt wird, 


X\__ M(X) 
u (7) u un ’ 
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Bemerkungen zu der Aufgabe, eine quadratische Form 
als Summe von Quadraten linearer Formen darzustellen. 


Von Herrn J. Rosanes in Breslau. 





Die in der Überschrift genannte Frage ist schon vielfach behandelt 
worden. 

Hoffentlich erscheinen die in den nachstehenden Zeilen ihr gewid- 
meten Überlegungen dennoch des Interesses nicht ganz unwert. 

Es sei f($$) = Las 5, a9, (i, k=1,2,...n) eine quadratische 
Form der n Unbestimmten &,, &, ... £&,. 

Ein jedes Wertsystem «,, @,...«, der Unbestimmten heißt ‚eine 
Stelle‘ «, die Größen «,, @,... @, heißen deren Koordinaten. 

Sind «@’,«@”,... a” r unabhängige Stellen, dann bilden sämtliche aus 
ihnen linear komponierbaren Stellen die ‚r-gliedrige Gruppe“ («', «",... «'”), 
auch das r-gliedrige Gebiet, die Stellen @’, «”, ... a” ‚eine Basis‘‘ des Gebietes. 

Ist f(@«,e)=0, so ist « „Nullstelle“, ist auch /(&,a)=0, so ist 
« „singuläre Stelle‘ von f(££8). | 

Setzt man den Rang von f: R(f)=p, dann bilden dessen singu- 
läre Stellen ein g-gliedriges Gebiet (p+ g=n), von dem &',&"...5® eine 
Basıs darstellen mögen. 

Es gilt nun folgender 

Satz. Sind f,Y zwei quadratische Formen, dann bestehen die 
Ungleichungen: 

(1.) RM)—R(y) <E(f+Yy)<ER() + R(p). 

Ist nämlich  (£E) = z&b,,8;&,, R(f) = p, R(y) = p’ und betrachtet man 

die Determinante D(/+Y)= a,+ b,, , dann stellt sich irgendeiner ihrer 
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Minoren des Grades (o+p'+1) dar als Summe von Produkten aus je 
einem Minor von |a,, und einem von |b,,|, deren Grade einander zu 
?+p’+1 ergänzen. Somit ist entweder der Faktor-Minor der a vom Grade 
>», oder der der b vom Grade —p', jeder Minor des Grades p+p’+1 
von D(f-+%) ist somit Null, d. h. 

R(f+Yy)<R(f) + R(g). 

Setzt man hierin —gp statt p, so folgt, da R(—-y)=R(y) ist, 
Rf+Yy)+R(y)>R(f), d.h. Rif+9)>R(f)—R(y). Ebenso ist auch 
R(f+Yy)>R(y) —R(f), folglich R(f+Yy)>|R(f)—R(y)'. Damit ist 
(1.) bewiesen. 


n 2 
Da das Quadrat einer Linearform /?(&) = (Z18,) ‚ wofern sie nicht 


identisch verschwindet, stets vom Range 1 ist, so folgt, wenn e eine Kon- 
stante bedeutet: 
(2.) p—1<R(tEH+eld)<p+l. 

Ist R(fi&5) + ol’(&)) <p, dann ist jede singuläre Stelle von f(5&) auch 
eine solche von H(FE)= flEF) + ol’(£) und somit auch Nullstelle von I($). 
06 
ÖE, 
wenigstens qg unabhängige Nullstellen gemein, d. h. zwischen den Formen 
9,(5) bestehen wenigstens g lineare Gleichungen: 


Da nämlich R() < p ist, so haben die » Partialformen #;,(5) = } 


3) 2000)=0, 270 0)=0,... ZI ()=0, 

wobei die Matrix der n-q Größen o vom Range g ist. 

Ersetzt man in (3.) die Unbestimmte & durch eine singuläre Stelle, 
etwa &’ von f(£$), so erhält man 

ol(d).!(0)=0, ol(F).!(o")=0,... ol(E).!(o®)= 0, 

somit ist entweder /(&’)=0, wie behauptet, oder Z(0’)=!(0")=-+-= (0%) =0, 
d.h. die 0’, o",... sind dann ihrerseits Nullstellen von /(£). Alsdann nehmen 
aber die Identitäten (3.) die Gestalt an f(&,o)=0, f(&,o")=0,..., d.h. 
die 0’, 0",... sind singuläre Stellen von f(5£&), sie bilden somit eine Basıs 
des singulären Gebietes von f($£), w. z. b. w. 

Da !($) das singuläre Gebiet von / zu Nullstellen hat, so darf man 
setzen Z(&) = f($,«). 

Sämtliche aus /($&) durch Addierung eines vollen Quadrates hervor- 
gehenden Formen, deren Rang < p ist, sind somit in der Gestalt enthalten: 


24° 
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(4.) 95), + Pls,e), 
worin die Größen e, «,, ... ganz beliebige Konstanten bedeuten (/(««) + 0). 
Umgekehrt, jede Form des Typus O(£8) ist vom Range <p. — Das 
singuläre Gebiet von f($8) ist auch singulär für 0 (88). 
Wird noch verlangt, daß R(#)</p, d.h. =p--1 sei, dann muß 
das singuläre Gebiet von 6($$) ein (g-+ 1)-gliedriges sein, d. h. zwischen 
den Partialformen 6,(£) müssen (9-+ 1) lineare Gleichungen bestehen: 


2509) =0, 276()=0,...20P(d)=0, Zoftd4()=0. 
Nun ist 4,(5)=f;(8) + of;(e)-f(&,e) = ht ‚da tom.f(e)}, w 
Od, = - > eine lineare Verbindung der f, (8), /.($ ), ... ist. Da diese vom 


Range p, die 9,, @,, ... dagegen nur vom Range (p — 1) sind, so muß die Deter- 
minante der n-n Kompositionskoeffizienten den Wert Null haben, d. h. es ist 


| oafı(e) + 1, oa, f(e); vo auf, (@) 


| ef (a), omf,(e)+1,...ga,f,(e) | 
a | — (0, 
| eier aueh | 
| Oaıfn (@), 00,f,(e), ... vo,f, («) + 1 
Das ergibt, wie leicht einzusehen, die Gleichung 1+ of(«,e)=0,0 = — re 


d.h. unter den Formen von der Gestalt f(&&) + of(&,«a) haben den Rang 


(p— 1) die und nur die, bei denen o= — lan ist; a bleibt dabei willkürlich. 


Das singuläre Gebiet wird dann durch (&', &”,...&”,«) dargestellt, 
es geht aus dem der Form f($&) durch Erweiterung mittels & hervor. 


Setzt man (6) - Fr) =f (Eh, so daß Fen= + re) 


die allgemeinste Zerlegung von f($&) in ein Quadrat und eine Form des 








Ranges (p— 1) darstellt, so kann man ebenso setzen: f' ($)= i 7 Mh +f'(88), 


wo / beliebig (f(#P) +0), f" vom Range (p— 2) ist. 

So fortfahrend, gelangt man zu der allgemeinsten Zerlegung von 
f(£&) ın eine Summe von p Quadraten: 

(5.) e)=hß)+EH)+ +8). 
Da jedes einzelne der rechts auftretenden Quadrate die Eigenschaft 
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besitzt, von f(£$) subtrahiert eine Form des Ranges (p — 1) hervorzurufen, 
so darf man setzen: 


=) ee). ee 





d Ma’, a’)’ zu 727 Bl (a9, «a“P) 
un 
2(£ Ü) 
(6.) f(s$ fi ae 
Re) B: Pe) _ Pla”) } 
Da R\fER) Pr) Ba l, dagegen RB) fe’. «') fa” .@ j 
= 9— 2 ist, so muß en ) das gesamte singuläre Gebiet von f(&$) — Me en 


zu Nullstellen haben, d. h. es ist f(e@’,«") = 0. 

Allgemein ist f(«®, «®)=0,(i+k). Die nStellen€’,&",...&9,«’,«",... a” 
sind unabhängig untereinander, weil f(«®,«®) +0 für jeden Wert 
ı=1,2,...p ist. 

Bestimmt man umgekehrt » Stellen «’,«",... «” derart, daß 


Fa, 0) = 0, (i4:k), f(a, a9) +0, dann ist Je) = 25) * 
’ ’ ri ’ 2 a. a9) 


Denn setzt man f(£8) — 2% = HH 5), so st H,(s)=f,($) 


) D . 
- B an a folglich 4, (5®)= 0 für A=1,2,...g. Desgleichen ist 


aber auch A,(e®) = 0; d.h. &',€"... 29, o’,a” ... a” sind singuläre Stellen 
von H(55). Da dieselben untereinander unabhängig sind, so folgt 
H(5S5)=0, w.z.b.w. Bei der Zerlegung von f(&5) nach Formel (6.) ist 
das erste a, z. B. @’ ganz beliebig zu wählen f(«'a’)+0. Als erste der 
Linearformen kann man also eine beliebige Komposition der Linearformen 
fı fs... 4) wählen — bis auf einen bestimmten konstanten Faktor. 

Ist p=n, so kann jede Linearform in die Gestalt f(&, «) gebracht 
werden, d. h. bei der Zerlegung einer allgemeinen quadratischen Form darf 
man die erste Linearform beliebig wählen bis auf einen konstanten Faktor, 
der bestimmt ist. 

Die zweite Linearform ist ebenfalls von der Gestalt f(&, «"), jedoch 
mit der Beschränkung f(«', «”) = 0, f(«",«") 4:0 usf. Jedes neue Quadrat 





*) Man kann auch durch direkte Rechnung zeigen, daß die Gleichungen 
a, «®) =0 und die Ungleichungen f(«®, «®) +0 miteinander nicht unverein- 
bar sind, 
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verkleinert, von f(&$) subtrahiert, den Rang um 1, erweitert das singuläre 
Gebiet um eine Dimension. 

Werden die Größen £,, &,, ... &, der Beschränkung unterworfen, einer 
linearen Gleichung u($) = 0 zu genügen, so geht aus f(#$) nach Elimination 
einer der in «(£) vorkommenden Unbestimmten eine Form von nicht 
mehr als (a— 1) Unbestimmten hervor. Der Rang aller dieser Formen 
ist der gleiche. 

Man darf deswegen von dem Range des Schnittes von f($,5) mittels 
u($)= 0:f($&5) reden. 


u(d=0 
Zu Formen des gleichen Ranges gelangt man, wenn man statt der 


Gleichung u (&) = 0, (n—1) unabhängige Nullstellen 7',n",... 7" von ihr 
gegeben denkt und die Größen &,, &,,... &, aus ihnen komponiert. Denn 
die Auflösung von u(£)=0 nach einem der $ kommt ebenfalls auf eine 
derartige Komposition hinaus. 


Über den Rang R( 6,8) kann man offenbar folgendes aussagen: 
u($)=0 


Er st <n—1, <p. Endlich ist er aber auch >p— 2. Denn die Elı- 
mination eines der & läuft darauf hinaus, die Form f(£8) identisch in die 
Gestalt überzuführen: u($) -v(&) + Z($&,$8), worin Z nicht mehr als (n— 1) 


Unbestimmte enthält. Da R(uı$) - v($)) = 2 ist, so folgt R(f(5$)) >p — 2. 
u(&)=0 
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Bemerkung über die Zusammensetzung der 
algebraischen Zahlkörper. 


Von Herrn Michael Bauer in Budapest. 


1.) Sind G,, @, relativ Galoissche Körper eines Bereiches, dessen 
Relativgrade relativ prim gegeneinander ausfallen, dann ist die Zerlegung 
einer Primgröße im zusammengesetzten Körper @ durch die Zerlegungen 
in G, und G@, a priori bestimmt *). 

2.) Es seien jetzt G,, @, absolut Galoissche Körper vom Grade 
n, bezw. n,. Die Körperdiskriminanten sollen durch d,, d, bezeichnet werden 
und der zusammengesetzte Körper @ habe den Grad n. Es sollen ferner 
für die Primzahl p in @, bzw. @, bzw. @ die Zerlegungen 


p = (pipe 9.) pP = i Pr N), P= (PP P)’ 
statthaben, wo die eingeklammerten Primideale voneinander verschieden 


und vom Grade f, bzw. f, bzw. f sind. Für den Fall (d,,d,)=1 wird 
die Zerlegung einer Primzahl wieder a priori bestimmt durch die Relationen 


1)  g9=4M (2) fa 3.) e= (fh). 





3.) Da (9, 9.) = 1 ausfällt, bekommt man zunächst (1)**). 


*, Über zusammengesetzte Zahlkörper. Math. Annalen Bd. 77, S. 357—361. 
Es ist zu bemerken, daß der dortige Satz III aus Hensels Untersuchungen auch für 
Relativkörper folgt. Unsere Prämisse a. a. O. ist sicher erfüllt im Falle (4,9) =1, 
sie fordert also streng genommen weniger als diese Henselsche Annahme. Die Be- 
hauptung der Fußnote *) S. 358, daß die Trägheitsgruppe vom Index unabhängig sei, 
stammt von H. Weber (Math. Annalen Bd. 67, S. 43). Der Beweis ist jedoch unrichtig. 
**) Vol. a.a. 0. \ 
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Aus der Dedekindschen Regel folgt 
f=0 (mod. f;) «=ı»), 
also 
= Han t, t rational ganz. 
Ohne Anwendung dieser Regel kann das wie folgt bewiesen werden. 
Wenn das Primideal p in einem algebraischen Zahlkörper X den Grad «u 


besitzt, so wird die Kongruenz 
2°” = x (mod. p) 

dann und nur dann durch jede ganze Zahl von X erfüllt, wenn « ein 
Vielfaches von « ist. Es sei ® ein beliebiges der Primideale 9,, P.,--- P, 
des Körpers @, dasselbe ist ein Teiler der Primideale p’ bzw. p’’ der Kör- 
per G, bzw. @. Nachdem die Kongruenz 

(4.) ar’ = x (mod. 9) 
durch jede ganze Zahl von @ erfüllt ist, wird für jede ganze Zahl von 
@G, bzw. @, 

x” = x (mod. p’), bzw. 2” =x (mod. p”), 


d.h. f ist durch f, bzw. f, teilbar. 

4.) Für den Fall (d,,d,) = 1 bestimmen die Zahlen 

er ß: GBSRr.e) 

ein Fundamentalsystem des Körpers @, wenn die Zahlen «, bzw. ß, ein 
Fundamentalsystem von @, bzw. @, bilden. Infolgedessen hat jede ganze 
Zahl w von @ die Gestalt 

(5.) . S Yu & Ph; 
wo die Zahlen r, rat. ganze Zahlen bedeuten, welche von » abhängen. 
Aus (5.) folgen 


wP » — @ (mod. P), = 0 (mod. N), 
es ıst also | 
a ER 


In dem betrachteten Falle ist noch n=n,n,, und so folgt aus 


n=e/g, m = Gfı9, Mm = &@l9e 


die zu beweisende Relation 
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(3.) e= e,& (fı, fe)*)- 


5.) Man kann leicht auch den Satz beweisen: Ist n=n,n, und 
g, oder g, gleich Eins, dann wird 





u f, le 
iu (I, fh) 


6.) Benutzt man die Ergebnisse aus Hensels allgemeinen Untersu- 
chungen über zusammengesetzte Körper **), so läßt sich der folgende Satz 
beweisen. Wenn (9,9) = 1 und (9,?2)=1 «-ı» ausfallen, dann wird 


"2 (f 1 2) 
Aus den bezüglichen Abhandlungen folgt, daß jede ganze Zahl w 
des Körpers @ die Relation 


(6.) w =23 1,0,ß, + Z r,Y. (mod. p) 


4 hf 


erfüllt; in dieser Formel bedeuten «, bzw. f, bzw. y, gewisse ganze Zahlen der 
Körper G, bzw. @, bzw. @, die Zahlen r,, r, sind rationale ganze Zahlen, 
welche von w abhängen, die Zahlen y, enthalten eine positive gebrochene 
Potenz von p***). Infolgedessen sind die Zahlen y, durch sämtliche Prim- 
ideale ®,, P,..., 9, teilbar. Wenn ein beliebiges von ihnen mit 9 be- 
zeichnet wird, so bekommt man 











(6*,) w=2r,«,ß, (mod. ®), 
fh 
wu (mod. 9), 
woraus 
‚hf 
(/ 1» le) 
folgt. 
*, Wie aus dem Punkte 7.) folgt, bleibt der Satz auch ohne diese Annahme 

richtig. 


**) Die folgenden Abhandlungen kommen hier in Betracht. 1.) Über Gattungen, 
welche durch Composition ete. Dieses Journal Bd. 105, S. 329-344. 2.) Über die Funda- 
mentaltheiler algebraischer Gattungsbereiche. Dieses Journal Bd. 117, S. 333—345. 
3.) Über diejenigen algebraischen -Körper ete. Dieses Journal Bd. 120, S. 99—108. 

**‘) Man muß nur bedenken, daß im Falle (g,,9) =1, 0<a, < % die Summe 


- + ®@ nur dann eine ganze rationale Zahl sein kann, wenn die rationalen ganzen 


9ı Ga 
Zahlen 4,=0 sind. 


Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 3/4. 25 
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7.) Der jetzt bewiesene Satz ist mutatis mutandis auch für Re- 
lativkörper gültig. Es besteht zunächst eine zu (6.) analoge Formel, Ist 
ferner @ im Bereiche T' ein relativ Galoisscher Körper, ® ein Primideal 
vom Relativgrade / und p das Primideal in 7‘, welches durch $ teilbar 
ist und den Grad v besitzt, so ist die absolute Norm 


N (9) = P". 
Auch der Satz von 5.) kann für Relativkörper erweitert werden*). ‘ Der 
Beweis des Satzes von 2.) besteht dagegen für Relativkörper nicht. 





*) Aus dieser Verallgemeinerung ist ersichtlich, daß die Annahme n=n,n, 
unnötig wird. Ist nämlich der Durchschnitt @ von @, und @, ein Körper v-ten Grades, 





= — ir immer erfüllt. 


so ist für die Relativgrade in Bezug auf @ die Relation - 











